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newtheorem{thm}{Twierdzenie}[section] newtheorem{cor}[thm]{Wniosek}
newtheorem{lem}[thm]{Lemat} newtheorem{defn}[thm]{Definicja}
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newtheorem{useless}[thm]{} include{style} defcomment#1{}% [[#1]]} begin{document}
section{Klasyfikacja trojek Pitagorejskich} begin{lem} Jezeli liczby catkowite $a,b,c$ spetniajg
$$a”2 + b*2 = c”2%$ to co najmniej jedna z liczb $a,b$ jest parzysta. end{lem} Dowdd:
comment{przez kongruencje mod 4} begin{lem} Jezeli liczby $a,b,w,n$ sg catkowite dodatnie,
$NWD(a,b)=1$ oraz $$ab=w"n$$ to $a,b$ sa $n$-tymi potegami liczb catkowitych, innymi
stowy istniejg takie $t,u$ catkowite dodatnie, ze $$a=t"n, b=u"n$$ end{lem} Dowdd:
comment{przez rozktad na czynniki pierwsze} begin{thm} Liczby catkowite dodatnie $a,b,c$
wzglednie pierwsze spetniajg rownanie $$a”2 + b2 = c"2$$ wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg
takie $m>n$ catkowite dodatnie, ze $$a=m"2 - n*2, b=2mn, c=m"2+n"2$$ $$hbox{ lub }$$
$$a=2mn, b=m"2 - n"2, c=m"2+n"2$$ end{thm} begin{enumerate} item $Leftarrow$ Po
pierwsze, jezeli $m,n$ z tresci zadania istniejg to $a,b,c$ sg catkowite dodatnie i zachodzi
$$a2 + b2 = (M"2-n"2)"2 + (2mn)*2 = m"4-2m"2n*2+n*4+4m”*2n"2 = m"4 + 2m”2n"2 + n4
= (m"2 + n"2)"2 = c"2%$ To konczy dowdd implikacji w lewo comment{,,wtedy"}. item
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$Rightarrow$. Zatézmy, ze $a,b,cinmathbb{Z}_+$ spetniajg $a”2+b"2=c"2$. item Liczby
$a,b,c$ sg wzglednie pierwsze comment{czyli SNWD(a,b,c)=1$}, a wiec dowolne 2 z liczb
$a,b,c$ sa rowniez wzglednie pierwsze. Faktycznie, zatbzmy comment{rozumowanie przez
zaprzeczenie} $SNWD(a,b)>1$. Istnieje wtedy liczba pierwsza $p$, taka, ze $$p|NWD(a,b)$$
czyli $pla$ i $p|b$, a wiec $p|ar2+b"2=c"23, a skoro $p$ jest pierwsza, to $p|c$ i
$pINWD(a,b,c)=1$. Sprzecznosé. item Skoro $a,b$ sg wzglednie pierwsze, to przynajmniej
jedna z nich jest nieparzysta. Z lematu wynika natomiast, ze jedna z liczb $a,b$ musi byé
parzysta. Zatozmy, ze $2not|a$ comment{ze wzgledu na symetryczno$¢ zatozen i tezy mozemy
to zatozyé, ewentualnie zmieniajac kolejno$¢ $a,b$}.\ Zauwazmy, ze $2not| a$ i $2|b$, wiec
$2not|c$ comment{bo spetniajg rownanie}, czyli $$2|c-a hbox{ i} 2|c+a$$ Istniejg wiec $k,I$
catkowite $c-a=2k$, $c+a=2I$.\ Jest $$b”"2 = (c-a)(c+a) = 4kI$$ Skoro $2|b$ to mozemy
podstawi¢ $b=2b'$, gdzie $b'inmathbb{Z}$: $3$b'*2 = ki$ Mamy $NWD(K,I) =
frac{1{2}JNWD(c-a, c+a)=frac{1}{2}NWD(c+a,2a)=frac{1}{2}2=1$. comment{1. brzydkie
przejscie wynika z podstawienia $k,I$ i z tego, ze wiemy, ze sg one catkowite, 2. przejscie
wynika z algorytmu Euklidesa, 3. z tego, ze $c-a$ i $a$ sg wzglednie pierwsze}\ comment{$k,I$
sg dos¢ sztuczne, ale bardzo nie chciatbym operowaé utamkami $frac{c-a}{2},frac{c+a}{2}$
ktére sie za nimi kryjg} Z lematu wiemy wiec, ze dla pewnych $n,m$ jest $$k=n"2 hbox{ i }
l=m"2$$ Jest wiec $$b"2 = 4kl = 4m"2n”"2 hbox{ stad } b=2mn$$ $$2a = (c+a)-(c-a) = 2m"2 -
2n"2 hbox{ stad } a=m"2 - n"2%8$ $$2c = (c+a)+(c-a) = 2m"2 + 2n"2 hbox{ stad } c=m"2 +
n"2$$ Oczywiscie $m>n$, gdyz $0 < a=m"2-n"2$. Dowod $Rightarrow$ jest wiec zakonczony.
item Podany dowdd klasyfikuje w zasadzie wszystkie tréjki pitagorejskie, gdyz kazda taka tréjka
powstaje przez pomnozenie trojki pitagorejskiej ztozonej z liczb wzglednie pierwszych przez
jakis mnoznik. item Proba podsumowania - dlaczego wtasnie tak dowodzili§my?\ Ponizsze
rozumowanie NIE ma nic wspdlnego z dowodzeniem, jest to tylko spekulacja, ktérg przekuc
mozna w dowdd. emph{Jezeli teza jest prawdziwa}, to z tezy mozemy wyliczy¢ $2m”2 = a+c$ i
$2n"2 = a-c$, pozostaje wiec udowodnié, ze utamki $frac{c+a}{2},frac{c-a}{2}$ sg catkowite i sg
kwadratami liczb catkowitych. Tak wtasnie przebiega dowdéd.  end{enumerate}
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