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dniach $20% -- $26$ wrze$nia $2009% roku odbyt sie ob6z matematyczno-informatyczny |
Liceum Ogodlnoksztatcgcego w Biatystoku im. Adama Mickiewicza. Ponizej prezentujemy
zadania oraz wyktady z tego obozu. Zadania sg w wiekszosci wziete z og6Inodostepnych
zrodet, wymienionych na koncu. Wyktady, z jednym zaznaczonym wyjatkiem, sg autorstwa
0sOb bedacych w kadrze obozu. newpage section{Zawody indywidualne}

subsection{Grupa poczatkujgca} begin{enumerate} item level{1} O podtoge i prostopadtg do
niej Sciane stoi oparta drabina. Nézki drabiny przesuwaja sie po podtodze (bez poslizgu)
prostopadle do Sciany i drabina obsuwa sie. Na srodku drabiny siedzi kotek (ktorego traktujemy
jako punkt). Udowodnié, ze w miare opadania drabiny kotek zakresli w przestrzeni tuk okregu.
source{Koto PTM} item level{2} Udowodnij, ze jezeli liczba catkowita dodatnia $n$ ma
nieparzystg ilos¢ dzielnikbéw (catkowitych dodatnich), to jest kwadratem liczby catkowitej
dodatniej. source{known} item level{3} W kole o promieniu $10$ wybrano $99% punktéw.
Udowodnij, ze wewnatrz kota istnieje punkt odlegty od kazdego z wybranych punktéw o wiecej
niz 1. source{l OMG} item level{2} UdowodnicC, ze trojkat jest ostrokatny wtedy i tylko wtedy,
gdy Srodek okregu opisanego na tym trjkacie lezy wewnatrz tréjkata. source{known} %for
easy item level{2} Niech $S(n)$ oznacza sume cyfr liczby naturalnej $n$. Obliczyé
$S(S(S(20067{2009})))$. source{known} item level{3} $2009% uczestnikéw obozu naukowego
stoi w serwerowni. Odlegtosci pomiedzy kazdymi dwoma z nich sag r6zne. Kazdy z nich ma
jedna pitke. Jednoczes$nie rzucajg oni pitki, kazdy najblizej stojacemu uczestnikowi. Udowodnic,
ze pewien uczestnik nie dostanie pitki. source{Mathlinks} item level{1} Niech $ABCD$ bedzie
prostokgtem, a punkt $P$ bedzie dowolny (lezacy w ptaszczyznie $ABCD$). Udowodnié, ze
$$AP 2 + CPA2 = BP*2 + DP"2$$source{known} item level{2} Funkcja
$f:mathbb{R}rightarrow mathbb{R}$ przyjmuje stale warto$ci nieujemne. Ponadto zachodzi
$8f(x+y)geq f(x) + f(y)$$ dla wszystkich $x,yinmathbb{R}$.\ Udowodni¢, ze $f(x) = 0$ dla
wszystkich $xinmathbb{R}$. source{Koto PTM} item level{3} Szescian $S$ o krawedzi $2$
jest zbudowany z o$miu szedcianow jednostkowych. emph{Klockiem} nazwiemy bryte
otrzymang przez usuniecie z szescianu $S$ jednego sposrdd osmiu szesciandw
jednostkowych. Szescian $T$ o krawedzi $2”n$ jest zbudowany z $(2"n)"3$ szescianow
jednostkowych. Udowodnié, ze po usunieciu z szescianu $T$ dowolnego sposrod $(27n)*3$
szesciandw jednostkowych powstaje bryta, ktérg daje sie szczelnie wypetnié klockami.
source{L OM - 2. etap} item level{1} Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze $p$, takie, ze
rowniez liczby $p+2% i $p”2 + 2p + 4% sg pierwsze. source{Koto PTM} item level{2} Na
ptaszczyznie ustalono dowolnie punkt $A$ i okrag $0$. Nastepnie wybrano punkt $B$ lezacy na
okregu $0$ i punkt $C$ taki, ze $BC$ jest srednicg $0$. Udowodnié, ze liczba $|AB|"2 +
|AC|"2$ nie zalezy od wyboru punktu $B$. source{own} item level{3} Niech $ABCD$ bedzie
rownolegtobokiem, $Q$ bedzie srodkiem odcinka $AD$, zas $F$ bedzie rzutem $B$ na $CQS.
Udowodni¢, ze $3$|AB| = |AF|$$source{Mathlinks} item Karol i Ola, znudzeni wyktadami
Yogiego, poszli do sadu. Zebrali $n$ czerwonych i $m$ zielonych jabtek. Oczywiscie
czerwonych byto wiecej, gdyz kazdy wie, ze sg lepsze. Pani Bujnowska piecze z nich ciasto
takie, ze :* jedno jabtko starcza tylko na jeden kawatek. Karol jest wielkim takomczuchem,
jednak nie lubi zielonych jabtek. Chce wiec zje$¢ tyle kawatkdéw, zeby mieé¢ pewnosé, ze co
najmniej potowa z nich bedzie zrobiona z czerwonych jabtek, ale nie chce sie przejesc (zje
minimalng liczbe kawatkéw spetniajgca jego wymagania). lle kawatkéw ciasta zostanie dla Oli?\
* Jeden kawatek zawiera doktadnie 1 cate jabtko, albo zielone albo czerwone. item W
tréjkacie $ABCS, w ktéorym $|AC| = |BC|$, kat przy podstawie ma miare $75deg$. Udowodnij, ze
podstawa trojkgta ma dtugos¢ rownag dtugosci promienia okregu opisanego na $ABCS$. item
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Liczby dodatnie $a, b, c$ spetniajg $a+b+c=1$. Udowodnij, ze $$ab + bc + ca geq 9abc$$
end{enumerate} subsection{Grupa olimpijska} begin{enumerate} item level{1} Liczby
dodatnie $a,b,c,d$ spetniajg $abcd=1$. Udowodni¢, ze $$a”2 + b"2 + ¢"2 + d*2 + ab + ac + ad
+ bc + bd + cd geq 10$$source{Mathlinks} %na chama item level{2} Rozstrzygna¢, czy
istnieje czworo$cian, ktdrego wszystkie Sciany sg przystajace, ale nie jest on
foremny.source{known} item level{2-3} Udowodnij, Zze: begin{enumerate} item Istnieje takie
$ninmathbb{N}$, ze wsrdd liczb ${n,n+1,n+2,dots, n+2009}$ nie ma liczby pierwszej, item
Istnieje takie $ninmathbb{N}$, ze wsrdd liczb ${n,n+1,n+2,dots, n+2009}$ jest doktadnie 10
liczb pierwszych. end{enumerate}source{Mathlinks} %ciaglosc item level{1} Dane sg liczby
$a_1,a_2,dots,a_n$ takie, ze $a_iin {1,-1}$ dla $i=1,2,dots,n$. Ponadto wiemy, ze $$a_1a_ 2 +
a 2a 3+dots+a {n-1}a_n+a na_1=0%$ Udowodni¢, ze $n$ jest podzielne przez
$4%.source{Koto PTM} item level{1} Niech $O_1,0_2$ beda okregami przecinajgcymi sie w
dwéch réznych puntkach $M,N$. Niech styczne do okregow $O_1,0_2% w $M$ przecinajg
$O_2% w $B$, $O_1$ w $A$ odpowiednio. Niech SANS przecina $O_2% w $C$, zas $BN$
przecina $O_1$ w $D$. Udowodni¢, ze $3$|AC| = |BD|$$source{Mathlinks} %katy item
level{2} Danych mamy ciag $101$ liczb rzeczywistych. Udowodni¢, Zze mozna z niego wyjaé
$11$-wyrazowy podcigg niemalejacy, lub $11$-wyrazowy podcigg nierosnacy.source{olimpiada
radziecka} end{enumerate} paragraph{Zadania z czwartku} begin{enumerate}
setcounter{enumi}{6} item Rozpatrujemy wszystkie trapezy $ABCD$, o podstawach $ABS i
$CD$, dla ktorych $$|AC| = 1, |BD| = sqrt{3} hbox{ oraz } angle ABD = 30deg$$ Wyznacz
najmniejszg mozliwg sume diugosci podstaw tego trapezu.source{Zwardon} item Wyznaczyé
najwiekszy mozliwy iloczyn liczb catkowitych dodatnich o sumie rownej
$2009%.source{Zwardon} item Baran i Kaczor grajg w nastepujaca gre. Na poczatku na
tablicy napisana jest liczba catkowita dodatnia $n$. W jednym ruchu gracz odejmuje od w
napisanej w danym momencie na tablicy liczby jej dzielnik bedacy jedynka, liczba pierwsza, lub
iloczynem dwdch (niekoniecznie roznych) liczb pierwszych i wynikiem odejmowania zastepuje
wczesniejszg liczbe. Pierwszy ruch wykonuje Baran, a nastepnie gracze wykonujg ruchy na
przemian. Wygrywa gracz, ktéry napisze na tablicy liczbe $0$. Rozstrzygnaé, dla jakich liczb
$n$ Baran moze zapewni¢ sobie wygrana, niezaleznie od ruchéw Kozta. % begin{enumerate}
% item Teza: Wygrang mozna zapewni¢ dla liczb niepodzielnych przez $8$. % item Indukcja
po $n3. % item Osiem przypadkow $rightarrow$ udowodnié, ze z podzielnej przez $8% mozna
przejsc tylko do niepodzielnej, a z niepodzielnej mozna zawsze przejs¢ do podzielnej. %
end{enumerate}source{Zwardon} end{enumerate} subsection{Zadania trudniejsze dla
poczatkujacych (fregaty)} begin{enumerate} item Niech $a,b$ bedg liczbami rzeczywistymi.
Udowodnij, ze $$a"2 + b*2 + 1 geq ab + a + b$$ source{Mathlinks} item Trojkat $triangle
ABCS$ jest wpisany w okrag $0$. Niech $I$ oznacza $rodek okregu wpisanego w $triangle
ABC$, a $D$ bedzie punktem przeciecia dwusiecznej kata $angle BAC$ z $0$ innym niz $AS.
Udowodni¢, ze $D$ jest Srodkiem okregu opisanego na $triangle BCI$. source{known} item
lle jest r6znych tablic $mtimes n$ wypetnionych liczbami ze zbioru ${1,-1}$ w taki sposéb, ze
iloczyn liczb w kazdej kolumnie i w kazdym wierszu wynosi $-1$? source{Mathlinks} item W
tréjkat SABC$ wpisano okrag, tak, ze jest on styczny do boku $AB$ w punkcie $D$. Udowodnié,
ze okregi wpisane w tréjkaty $ADC$ i $BDC$ majg punkt wspdiny. source{known}
end{enumerate} subsection{Zadania trudniejsze dla olimpijczykow (pancerniki)}
begin{enumerate} item Na obozie naukowym w Serwach uczestnicy rozwigzywac beda
$2008% zadan. Na obéz ten kompletowana jest kadra. Powiemy, ze osoba $A$ jest
emph{niegtupsza} od osoby $B$, jezeli $A$ potrafi rozwigza¢ wszystkie te zadania, ktére potrafi
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rozwigza¢ $B$. Powiemy, ze osoba $C$ jest w kadrze emph{zbedna}, jezeli istnieje w kadrze
inna osoba, ktdra jest niegtupsza od $C$. Z ilu maksymalnie os6b moze sktadac sie kadra,
jezeli wiadomo, ze nie zawiera ona zbednych 0s6b? source{own} item Pokazac, ze jezeli
$x,y,z$ sa liczbami dodatnimi, to zachodzi: $$frac{sqrt{y+z}}{x} + frac{sqrt{x+z}}{y}
+frac{sqrt{x+y}Hz} geq frac{3sqrt{6}}{sqrt{x+y+z}}$$ source{Staszic} item Okrag o Srodku w
$1$ jest wpisany w trojkat $triangle ABCS$ i jest styczny do $AB, BC, CA$ w $L, N, K$
odpowiednio. Punkt $M$ jest srodkiem odcinka $AC$, zas punkt $D$ lezy na przecieciu $KI$ i
$LN$. Udowodnic¢, ze punkty $B, D, M$ sg wspdtliniowe.\ Y%emph{Wskazéwka: Uzyj teorii
$rodka masy} source{Mathlinks} item Wykazac, ze jezeli $a>3$ jest liczbg catkowitg
nieparzysta, to dla dowolnej liczby naturalnej $n$, liczba $$a*{2”n} - 1$$ ma co przynajmniej
$n+1$ réznych dzielnikéw pierwszych. source{Koto PTM} end{enumerate}  section{Mecz
matematyczny} begin{enumerate} item level{2-3} Liczby dodatnie $a,b,c$ spetniajg $abc=1$.
Udowodnij, ze $$frac{a}{b} + frac{b}{c} + frac{c}{a} geq a + b + c$$source{?} %podstawienie
a=x/y item level{2-3} Udowodnij, ze dla liczb dodatnich $a,b,c$ zachodzi $$frac{a}{b+c} +
frac{b}{a+c} + frac{cH{a+b} leq frac{3}{2}frac{a”2 + b"2 + c"2}{ab+bc+ca}$$source{Mathlinks}
%dodawanie 1 do stron  %item level{2} Dany jest trojkat ostrokatny $ABC$, w ktéorym $AB$
jest krétsze od pozostatych bokéw. Punkt $D$ lezy na boku $ACS i spetnia $|DA| = |AB|$. Punkt
$F$ jest taki, ze SADFBS$ jest rombem, zas $K$ oznacza punkt przeciecia $DF$ z $BC$.
Obliczy¢ $displaystyle{frac{CK}{BK}}$.source{own} item level{3} W kat o wierzchotku $X$
wpisano okregi $0_1,0_23%. Okrag $s$ jest styczny zewnetrznie do $o0_1$ w $A$ i do $o_2% w
$B$. Udowodnié, ze punkty $A,B,X$ sg wspdtliniowe. Czy zatozenie, ze $s$ jest styczny
emph{zewnetrznie} jest potrzebne?source{Staszic} %jednokladnosc item level{2} Okrag o
$rodku w $O$ zostat podzielony przez $n>2$ Srednic na $2n$ przystajacych fragmentdw.
Pokazag, ze rzuty dowolnego punktu $Mneq O$ nalezgcego do wnetrza okregu na te $rednice
sg wierzchotkami $n$ kata foremnego.source{Staszic} item level{2} Kazdy punkt ptaszczyzny
jest pokolorowany jednym z dwoch koloréw. Udowodnié, ze istnieje trojkat rownoboczny,
ktorego wierzchotki sg jednego koloru.source{Mathlinks} %palowanie item level{1} $2009%
uczestnikdw obozu naukowego stoi w serwerowni. Odlegtosci pomigdzy kazdymi dwoma z nich
sg rézne. Kazdy z nich ma jedna pitke. Jednoczes$nie rzucajg oni pitki, kazdy najblizej stojagcemu
uczestnikowi. Udowodni¢, ze zaden uczestnik nie dostanie wiecej niz $5%
pitek.source{Mathlinks} item level{2} Mamy dang tablice $ntimes n$, ktérej kazde pole jest
pokolorowane. Wiadomo, ze zadne dwa rzedy nie sg pokolorowane jednakowo. Udowodnic, ze
mozna wykresli¢ pewng kolumne tak, ze nadal zadne dwa rzedy nie bedg pokolorowane
jednakowo.source{Mathlinks} item level{1} Niech $M$ bedzie liczba catkowitg parzysta,
$a_0,a_1,a_2,dots,a_{M-1}$ bedg liczbami catkowitymi dajgcymi parami rozne reszty z
dzielenia przez $M$, a $c_i = a_i + i$ dla $i=0,1,2,dots,M-1$. Udowodnij, ze istnieja takie $ineq
j$ catkowite, ze $c_i equiv c_j mod M$.source{Mathlinks} item level{2} Wielomian $a_nx"n +
a_{n-1}x{n-1} + dots + a_0%$ jest taki, ze $a_iin {-1,1}$. Udowodnié, ze nie ma on pierwiatkdw
zawartych w $(-infty, -2] cup [2, infty)$.source{known} item level{2} Niech $p$ bedzie liczbg
pierwszg nieparzysta. Niech $$frac{k}{l} = frac{1}{1} + frac{1}{2} + dots + frac{1}{p-1}$$ gdzie
$k,I$ sa catkowite. Udowodni¢, ze $p|k$.source{known} end{enumerate} section{Wyktady}
subsection{Okregi i potega punktu} paragraph{Teoria} begin{enumerate} item emph{Kat
Srodkowy} w okregu to kat, ktérego wierzchotkiem jest Srodek danego okregu. item emph{Kat
wpisany} w okrag to kat, ktérego wierzchotek lezy na okregu, a ramiona zawierajg cieciwy. Katy
wpisane oparte na tym samym tuku sg rowne. item begin{thm} Jezeli kat Srodkowy i wpisany
oparte sg na tym samym tuku, to kat Srodkowy ma miare dwukrotnie wieksza, niz kat
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wpisany.end{thm} item begin{thm} Kat pomiedzy cieciwg i styczng przechodzacg przez koniec
tej cieciwy réwny jest potowie kata Srodkowego opartego na tej cieciwie.end{thm} item
begin{defn}Niech bedzie dany okrag $0$ o srodku w $O$ i promieniu $r$ oraz punkt $A$. Niech
prosta $k$ przechodzi przez punkt $A$ i przecina okrag $0$ w punktach $B$ i $C$. Wiedy
potega punktu $A$ wzgledem okregu $0$ nazywamy iloczyn $|AB| cdot |AC|$, jezeli punkt $AS
lezy na zewnatrz okregu i $-|AB| cdot |AC|$, jezeli lezy on wewnatrz. lloczyn ten jest niezalezny
od wyboru prostej $k$. Potega punktu $AS jest tez rowna $$|A0|"2 - r2$$ end{defn}
end{enumerate} paragraph{Zadania} begin{enumerate} item Trapez $ABCD$, w ktérym $AB
|| CD$ oraz $angle BCA = 90deg$ wpisano w okrag o promieniu $r$. Punkt $S$ jest srodkiem
podstawy $AB$. Udowodni¢, ze $|SD| = r$. item Trojkat SABCS jest opisany na okregu.
Punkty $K ,L, M$ sg punktami stycznosci okregu do bokéw $AB, BC, CA$ odpowiednio.
Wiedzac, ze $angle KML = 40deg$ i $angle MKL= 60deg$, wyznacz katy w trojkacie SABCS.
item Trapez $ABCD$, w ktérym $AB || CD$ oraz $angle ABC = alpha$, wpisano w okrag o
srodku w $S$. Wiedzac, ze $angle BAS = beta$, znajdz $angle DSC$. item W tréjkacie
$ABCS, w ktorym $|AC| = |BC|$, kat przy podstawie ma miare $75deg$. Udowodnij, ze
podstawa trojkgta ma dtugos¢é rownag dtugosci promienia okregu opisanego na $ABCS$. item
Uzywajac oznaczen z punktu pigtego teorii, udowodnij, dla punktu $A$ lezacego na zewnatrz
$08, ze iloczyn $|AB| cdot |AC|$ jest niezalezny od wyboru prostej. item Wykaz, ze jezel
odcinki $AB$ i $CD$ przecinajg sie w $ES$ i zachodzi $|AE| cdot |BE| = |CE| cdot |DE|$, to
punkty $A, B, C, D$ leza na jednym okregu. item Punkty $E, F$ lezg na bokach $AC, AB$
tréjkata $ABCS odpowiednio. Odcinki $BE$ i $CF$ przecinajg sie w $M$ i zachodzi $|MB| cdot
IME| = |MC| cdot |MF|$. Udowodnij, ze zachodzi $|AE| cdot |AC| = |AF| cdot |AB|$.
end{enumerate} subsection{Warunki w nierownosciach} begin{enumerate} item Liczby
dodatnie $a,b$ spetniajg $a+b = 1$. Udowodni¢, ze $$a”2 + b"2 geq frac{1}{2} hbox{ oraz }
sqgrt{a} + sqrt{b} leq sqrt{2}$$source{known} item Liczby rzeczywiste $a,b,c$ spetniajg $a2 +
b"2 + c"2 = 1$. Udowodni¢, ze $3$-frac{1}{2} leq ab + bc + ca leq 1$$source{known} item
Udowodnié¢, ze jezeli $a,b,c$ sg dtugosciami bokéw trojkata, to $$frac{a}{b+c-a} +
frac{b}{a+c-b} + frac{c}{a+b-c}geq 3$$source{known} item Niech $a,b,c$ beda dodatnie i
$abc=1$. Udowodnij, ze $$ab+bc+ca geq 3$$source{known} item Liczby $a_1,a_2,dots,a_n$
sg dodatnie i takie, ze $a_1a_2dots a_n =1$. Udowodnij, ze $$(1+a_1)(1+a_2)dots(1+a_n)geq
2"n$$source{Koto PTMu} item * Niech $a,b$ bedg liczbami dodatnimi, takimi, ze $a+b = 1$.
Udowodnié, ze $$frac{a’2}{a+1} + frac{b”2}{b+1} geq frac{1}{3}$$source{Jungary 1996,
Hoojoo Lee} end{enumerate} subsection{Zasada szulfadkowa Dirichleta}
paragraph{Teoria} begin{thm}{Zasada szufladkowa Dirichleta} Jezeli $n+1$ przedmiotow
wktadamy do $n$ szufladek, to w przynajmniej jednej szufladce beda przynajmniej $2$
przedmioty.end{thm} paragraph{Zadania} begin{enumerate} item Mamy $25$% jabtek, kazde w
jednym z $4$ gatunkéw. Udowodni¢, ze mozna wybrac z nich $7$ jabtek jednego gatunku.
item Udowodni¢, ze wsrod $50$ os6b pewne $8$ urodzito sie w tym samym dniu tygodnia.

item Zakfadajac, ze cztowiek moze mieé na gtowie maksymalnie $150$ tysiecy wioséw
wykazaé, ze w Biatystoku ($294$ tysigce mieszkancéw) pewne $2$ osoby majg tyle samo
wioséw na gtowie. item W pokoju znajduje sie $6$ oséb. Pewne osoby znajg sie ze soba.
Wykazac, ze wsrdd tych szesciu 0s6b sg dwie o tej samej liczbie znajomych. item Wykazac,
ze w zbiorze $n+1$ liczb catkowitych istniejg dwie, ktdrych réznica jest podzielna przez $n$.
item Przy okragtym stole ma usigsé $2009$ ambasadoréw. Na stole poustawiano proporczyki z
nazwiskami, a nastepnie posadzono przy stole ambasadorow, ale tak, ze zaden nie siedziat na
swoim miejscu. Udowodni¢, ze mozna tak obroci¢ stét, zeby przynajmniej $2$ ambasadoréw
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siedziato na swoich miejscach. item Wykazaé, ze wérdd naturalnych poteg $7$ istnieje taka,
ktérej zapis dziesietny konczy sie na $01$. end{enumerate} subsection{Klasyfikacja tréjek
pitagorejskich} begin{lem} Jezeli liczby catkowite $a,b,c$ spetniajg $$a”2 + b"2 = c"2$$ to
co najmniej jedna z liczb $a,b$ jest parzysta. end{lem} Dowdd: comment{przez kongruencje
mod 4} begin{lem} Jezeli liczby $a,b,w,n$ sg catkowite dodatnie, $NWD(a,b)=1$ oraz
$$ab=w"n$$ to $a,b$ sg $n$-tymi potegami liczb catkowitych, innymi stowy istniejg takie $t,u$
catkowite dodatnie, ze $$a=t"n, b=u*n$$ end{lem} Dowdd: comment{przez rozktad na
czynniki pierwsze} begin{thm} Liczby catkowite dodatnie $a,b,c$ wzglednie pierwsze
spetniajg rownanie $$a’2 + b2 = c"2$$ wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg takie $m>n$
catkowite dodatnie, ze $$a=m"2 - n"2, b=2mn, c=m"2+n"2$$ $$hbox{ lub }$$ $$a=2mn,
b=m"2 - n"2, c=m"2+n"2$$ end{thm} begin{enumerate} item $Leftarrow$ Po pierwsze, jezeli
$m,n$ z tresci zadania istniejg to $a,b,c$ sg catkowite dodatnie i zachodzi $$a”2 + b2 =
(MA2-n"2)"2 + (2mn)"2 = m"4-2m"*2n*2+n*4+4m”*2n*2 = m*4 + 2m”*2n*2 + n*4 = (M"2 +
n"2)"2 = c"2$$ To konczy dowdd implikacji w lewo comment{,,wtedy"}. item $Rightarrow$.
Zatézmy, ze $a,b,cinmathbb{Z} +$ spetniajg $a"2+b"2=c"2$. item Liczby $a,b,c$ sg wzglednie
pierwsze comment{czyli SNWD(a,b,c)=1$}, a wiec dowolne 2 z liczb $a,b,c$ sg rowniez
wzglednie pierwsze. Faktycznie, zatbzmy comment{rozumowanie przez zaprzeczenie}
$NWD(a,b)>18$. Istnieje wtedy liczba pierwsza $p$, taka, ze $$p|NWD(a,b)$$ czyli $pja$ i
$p|b$, a wiec $p|ar2+br2=c"2$, a skoro $p$ jest pierwsza, to $p|c$ i $p|NWD(a,b,c)=1$.
Sprzecznos$é. item Skoro $a,b$ sg wzglednie pierwsze, to przynajmniej jedna z nich jest
nieparzysta. Z lematu wynika natomiast, ze jedna z liczb $a,b$ musi by¢ parzysta. Zatézmy, ze
$2not|a$ comment{ze wzgledu na symetryczno$¢ zatozen i tezy mozemy to zatozyé,
ewentualnie zmieniajac kolejnos¢ $a,b$}.\ Zauwazmy, ze $2not| a$ i $2|b$, wiec $2not|c$
comment{bo spetniajg réwnanie}, czyli $$2|c-a hbox{ i} 2|c+a$$ Istniejg wiec $k,I$ catkowite
$c-a=2k$, $c+a=21$.\ Jest $$b"2 = (c-a)(c+a) = 4kl$$ Skoro $2|b$ to mozemy podstawié
$b=2b'$, gdzie $b'inmathbb{Z}$: $$b'2 = kI$$ Mamy $NWD(k,|) = frac{1}{2}NWD(c-a,
c+a)=frac{1}{2}NWD(c+a,2a)=frac{1}{2}2=13%. comment{1. brzydkie przejscie wynika z
podstawienia $k,I$ i z tego, ze wiemy, ze sg one catkowite, 2. przejscie wynika z algorytmu
Euklidesa, 3. z tego, ze $c-a$ i $a$ sg wzglednie pierwsze}\ comment{$k,I$ sg dosé sztuczne,
ale bardzo nie chciatbym operowaé utamkami $frac{c-a}{2},frac{c+a}{2}$ ktore sie za nimi kryja}
Z lematu wiemy wiec, ze dla pewnych $n,m$ jest $$k=n"2 hbox{ i} I=m"2$$ Jest wiec $$b"2
= 4kl = 4m”2n”"2 hbox{ stad } b=2mn$$ $$2a = (c+a)-(c-a) = 2m"2 - 2n*2 hbox{ stad } a=m"2 -
n"2$$ $$2c = (c+a)+(c-a) = 2m”2 + 2n"2 hbox{ stad } c=m"2 + n"2$$ Oczywiscie $m>n$,
gdyz $0 3$ bedzie liczbg naturalna, a liczby $x_1,x_2,dots,x_n$ beda dodatnie. Udowodnij, ze
$$sum_{i=1}*n frac{x_i + x_{i+3}}{x_{i+1} + x_{i+2}} geq n$$ gdzie suma jest cykliczna, ;.
$x_{n+1} =x_1, x_{n+2} = x_2, x_{n+3} = x_3%.source{OM} %dodawanie statej
end{enumerate} subsection{Réwnania funkcyjne} begin{enumerate} item Wyznaczy¢
wszystkie funkcje $f:mathbb{R}rightarrow mathbb{R}$ spetniajace $$f(x+y) = f(x*2) +
f(yr2)$$source{Warsztaty ILO 2005} item Funkcja $f$, okreslona na zbiorze wszystkich liczb
rzeczywistych réznych od $0$, przyjmuje wszystkie wartosci rzeczywiste rézne od $1$. Ponadto
$$f(xy) = f(x)f(-y) - f(x) + f(y)$$ dla dowolnych $x,yneq 03, oraz $$f(f(x)) =
frac{1}{f(frac{1}{x})}$$ dla kazdego $xnotin {0,1}$. Wyznaczyé wszystkie takie funkcje $f$.
source{Baltic Way 2007} item Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje $f$, okreslone na zbiorze
wszystkich liczb rzeczywistych i przyjmujgce wartosci rzeczywiste, ze dla dowolnych liczb
rzeczywistych $x$ i $y$ zachodzi réwnosé $$f(f(x) - y) = f(x) + f(f(y) - f(-x)) + x$$source{LIX
OM, etap 2.} item Wyznaczy¢ wszystkie funkcje $f:mathbb{R}rightarrowmathbb{R}$ takie, ze
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$Ex12f(x) + f(1-x) = 2x - x4$$ dla wszystkich $xin mathbb{R}$.source{Excalibur} item Znajdz
wszystkie funkcje $f:mathbb{Q}rightarrow mathbb{Q}$ spetniajace rownanie $$f(x+y) = f(x) +
f(y)$$ dla wszystkich $x,yin mathbb{Q}$.source{Excalibur} item Wyznaczy¢ wszystkie funkcje
$f:mathbb{R}rightarrow mathbb{R}$ spetniajace réwnanie $$f(x - f(y)) = 1 - x - y$$source{V LO
w Krakowie} item Wyznaczy¢ wszystkie funkcje $f:mathbb{R}rightarrow mathbb{R}$
roznowarto$ciowe oraz spetniajgce rownanie $$f(f(x) + y) = f(x +y) + 1$$source{V LO w
Krakowie} item Wyznaczy¢ wszystkie funkcje $f:mathbb{R}rightarrowmathbb{R}$ spetniajace
rownanie $$f(x+y) - f(x-y) = 4xy$$source{wtasne} item Wyznaczy¢ wszystkie funkcje
$f:mathbb{R}rightarrowmathbb{R}$ spetniajace rownanie $$(x-y)f(x+y) + (x+y)f(x-y) = 4xy(x"2 -
y*2)$$source{V LO w Krakowie} item Wyznaczy¢ wszystkie funkcje
$f:mathbb{R}backslash{0,1}rightarrow mathbb{R}$ spetniajace dla $xin
mathbb{R}backslash{0,1}$ zaleznos¢ $$f(x) + fleft(frac{1}{1-x}right) = x$$source{Koto PTM}
end{enumerate} subsection{Miejsca geometryczne} begin{enumerate} item O podtoge i
prostopadtg do niej Sciane stoi oparta drabina. Nézki drabiny przesuwajg sie po podtodze (bez
poslizgu) prostopadle do Sciany i drabina obsuwa sie. Na srodku drabiny siedzi kotek (ktérego
traktujemy jako punkt). Udowodnié, ze w miare opadania drabiny kotek zakresli w przestrzeni
tuk okregu. source{Koto PTM} item emph{Miejsce geometryczne} -- w geometrii zbi6r
punktdéw spetniajgcych zadany warunek, np. pewna kula moze byC zdefiniowana jako miejsce
geometryczne punktéw odlegtych nie bardziej niz o $r$ od srodka uktadu wspbtrzednych.
source{wikipedia} item Na ptaszczyznie dane sg punkty $A,B$. Udowodni¢, ze miejscem
geometrycznym punktow ptaszczyzny réwnoodlegtych od $A,B$ jest prosta prostopadta do
odcinka $AB$ i przechodzaca przez jego $rodek. comment{l stad wynika jednoznaczno$¢
okregu opisanego na tréjkacie} source{known} item W przestrzeni dane sg punkty $A,B$.
Udowodnic, ze miejscem geometrycznym punktdéw przestrzeni tréjwymiarowej rownoodlegtych
od $A,B$ jest ptaszczyzna prostopadta do odcinka $AB$ i przechodzaca przez jego srodek.
comment{l stad wynika jednoznacznosc¢ sfery opisanej na czworoscianie} source{known}

item Na ptaszczyznie dany jest trojkat ABCS$. Udowodnié, ze zbiorem punktow réwnoodlegtych
od prostych $ACS i $BC$ jest para prostych prostopadtych, przecinajacych sie w $C$. Jak jest
w przypadku przestrzennym? comment{l stad okrgg wpisany w trojkat i dopisany do tréjkata}
source{known} item emph{Okrag Apoloniusza} Na ptaszczyznie dane sg rézne punkty $A,B$
oraz liczba dodatnia $k$. Udowodni¢, ze zbiér punktéw $X$ ptaszczyzny, spetniajacych
$$frac{AX}{BX} = k$$ jest begin{itemize} item okregiem, jezeli $kneq 1$, item symetralng
$ABS, jezeli $k=1$. end{itemize} source{known} item Niech $0$ bedzie okregiem
Apoloniusza dla danych $A,B,kneq 1$ przy czym punkt $A$ lezy na zewnatrz $0$. Z punktu
$AS$ poprowadzono styczne $AP,AQ$ do okregu $0$. Udowodnié, ze $B$ jest sSrodkiem odcinka
$PQ$. source{Prasolow} item W czworokacie $ABCD$ miara kata wewnetrznego przy
wierzchotku $A$ jest wieksza od $180deg$ oraz zachodzi rownosé $$AB cdot CD = AD cdot
BC$$ Punkt $P$ jest symetryczny do punktu $A$ wzgledem prostej $BD$. Udowodnié, ze
$angle PCB = angle ACD$. source{LVII OM} item * Dany jest czworokat $ABCD$, w ktérym
$ABS$ i $CDS$ nie sg réwnolegte. Niech $mathcal{X}$ bedzie zbiorem punktow $X$ takich, ze
$[XAB] + [XCD] = frac{1}{2}|ABCD]$, gdzie $[mathcal{Y}]$ oznacza pole figury $mathcal{Y}$.
Znalezé $mathcal{X}$. source{Prasolow} end{enumerate} subsection{Metoda ekstremum}
begin{enumerate} item Materiaty wziete z
url{http://www.mimuw.edu.pl/~sem/konferencja-kmp2008/materialy/guzicki.pdf} (9 zadan)
end{enumerate} subsection{Kurs trudnego udowadniania liniowosci uktadéw :)}
begin{enumerate} item Materiaty na url{http://21wdw.staszic.waw.pl/ktulu/} end{enumerate}
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