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Pooemowe kóªko

1.1 Troch¦ teorii

1. De�nicja (Liczba zespolona) Liczba zespolona to liczba postaci

z = a+ bi

gdzie a, b rzeczywiste, a i to jednostka urojona, speªniaj¡ca i2 = −1. Liczb¦ a nazywamy cz¦±ci¡
rzeczywist¡ z i oznaczamy Re z, liczb¦ b nazywamy cz¦±ci¡ urojon¡ z i oznaczamy Im z (oznaczenia
od ang. Real and Imaginary).

2. Mówimy, »e liczba zespolona jest rzeczywista, je»eli b = 0 a czysta, albo urojona, je±li a = 0.

3. Na liczbach zespolonych okre±lamy dziaªania:

(a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i

−(a+ bi) = −a− bi
(a+ bi)(c+ di) = ac+ adi+ bci+ bdi2 = (ac− bd) + (ad+ bc)i

1

a+ bi
=

a− bi
a2 + b2

=
a

a2 + b2
− b

a2 + b2
i

Mno»enie jest przemienne i w ogóle wszystko jest �normalne�.

4. De�nicja (Sprz¦»enie) Dla z = a+ bi liczb¦

a− bi

nazywamy sprz¦»eniem z i oznaczamy z. Operacja z → z to odbicie wzgl¦dem osi OY , nic dziwnego
wi¦c, »e gra ona dobrze z dodawaniem i mno»eniem:

a± b = a± b, ab = ab, 1/a = 1/a

5. De�nicja (Moduª) Liczb¦ (rzeczywist¡!)
√
a2 + b2 nazywamy moduªem liczby z i oznaczamy |z|;

liczba z ma taki sam moduª: a2 + b2 = a2 + (−b)2. Ponadto zachodzi

zz = |z|2

Moduª jest interpretowany, podobnie jak warto±¢ bezwzgl¦dna w R, jako odlegªo±¢ od 0.

6. Obserwacja (Interpretacja geometryczna) Liczb¦ zespolon¡ a+bi mo»emy uto»samia¢ z punk-
tem pªaszczyzny (a, b), ªatwo wtedy wida¢, »e |z| jest odlegªo±ci¡ od 0 tej liczby. Niech α b¦dzie k¡tem
pomi¦dzy osi¡ OX o prost¡ przechodz¡c¡ przez (0, 0) i (x, y). Wtedy

z = |z|(cosα+ i sinα)

7. Twierdzenie (Podstawowa metoda) Pomijaj¡c warstw¦ formaln¡, liczby zespolone zadaj¡ nam
mno»enie punktów pªaszczyzny, wi¦c dodatkow¡ operacj¦, sprawiaj¡c¡, »e wiele przeksztaªce«, zwªasz-
cza obroty, daje si¦ zapisa¢ �naturalniej� przez mno»enie.



1.2 Techniczne

1. * Udowodnij, »e |z| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy z = 0 (tylko 0 jest w odlegªo±ci 0 od 0 ¨̂ ).

2. * Znajd¹ wszystkie liczby zespolone z takie, »e z = z i wszystkie takie, »e z = −z.

3. * Stwierd¹, jak¡ �gur¦ opisuje równanie |z− r| = s, dla r, s ustalonych, s rzeczywistego dodatniego.

4. * Udowodnij

Twierdzenie (Wzór de Moivre)

(cosα+ i sinα)(cosβ + i sinβ) = cos(α+ β) + i sin(α+ β).

5. * Uzasadnij, »e przeksztaªcenie z → (cosα+ i sinα)z to obrót o k¡t α wokóª 0. Jak zapisa¢ wzorem
obrót wokóª dowolnego punktu?

1.3 Geometryczne

1. * Zadanie

Zaªó»my, »e liczby a, b ∈ C le»¡ na okr¦gu jednostkowym. Pokaza¢, »e

(a) Punkt a+b
2 to ±rodek odcinka ab,

(b) Punkt
√
ab to ±rodek ªuku arc ab,

(c) Punkt 2
1
a+ 1

b

to punkt przeci¦cia stycznych do okr¦gu jednostkowego w a i b.

2. * Zadanie

Na bokach AC i BC trójk¡ta 4ABC wybudowano, po zewn¦trznej stronie, trójk¡ty prostok¡tne
równoramienne4ACY i4BCX (katy proste przy wierzchoªkach X, Y ). Uzasadni¢, »e punktM �
±rodek boku AB oraz punkty X,Y tworz¡ trójk¡t prostok¡tny równoramienny.

3. * Zadanie

Na bokach trójk¡ta 4ABC, po zewn¦trznej stronie, zbudowano trójk¡ty równoboczne 4BCX,
4CAY , 4ABZ. Udowodni¢, »e ±rodki ci¦»ko±ci tych trójk¡tów tworz¡ trójk¡t równoboczny.

4. * Zadanie

Dany jest czworok¡t wypukªy ABCD. Na jego bokach zbudowano, po zewn¦trznej stronie, trójk¡ty
prostok¡tne równoramienne 4ABP,4BCQ,4CDR i 4DAS o k¡tach prostych odpowiednio przy
wierzchoªkach P,Q,R, S. Wykaza¢, »e odcinki PR i QS s¡ prostopadªe i równej dªugo±ci.

5. * Zadanie

Punkt P le»y wewn¡trz czworok¡ta wypukªego ABCD, przy czym trójk¡ty BCP i DAP s¡ rów-
noboczne. Na bokach AB i CD tego czworok¡ta zbudowano, po jego wewn¦trznej stronie, trójk¡ty
równoboczne ABK i CDL. Wykaza¢, »e ±rodki ci¦»ko±ci trójk¡tów ABK i CDL pokrywaj¡ si¦.


