1.1

Troche teorii

. Definicja (Liczba zespolona) Liczba zespolona to liczba postaci

z=a+ b

gdzie a,b rzeczywiste, a i to jednostka urojona, spetniajgca i> = —1. Liczbe a nazywamy czescia
rzeczywista z i oznaczamy Re z, liczbe b nazywamy czescia urojona z i oznaczamy Im z (o0znaczenia
od ang. Real and Imaginary).

Moéwimy, ze liczba zespolona jest rzeczywista, jezeli b = 0 a czysta, albo urojona, jesli a = 0.

Na liczbach zespolonych okre§lamy dziatania:
(a+bi) + (c+di) = (a+c)+ (b+d)i
—(a+bi) =—a—bi
(a4 bi)(c+ di) = ac + adi + bei + bdi® = (ac — bd) + (ad + be)i
1 a—-bi  a b ;
a+bi  a2+b2  a?2+b2 a2+ b2

Mnozenie jest przemienne i w ogole wszystko jest “normalne”.

Definicja (Sprzezenie) Dla z = a + bi liczbe
a — bi

nezywamy sprzezeniem z i oznaczamy z. Operacja z — Z to odbicie wzgledem osi OY , nic dziwnego
wiec, ze gra ona dobrze z dodawaniem i mnozeniem:

atb=a+b, ab=ab, 1/a=1/a

Definicja (Modul) Liczbe (rzeczywistq!) v a? + b2 nazywamy modutem liczby z i oznaczamy |z|;
liczba Z ma taki sam modut: a® + b* = a® + (—b)?. Ponadto zachodzi

2Z = |2|?

Modut jest interpretowany, podobnie jak warto$é bezwzgledna w R, jako odlegtosé od 0.

. Obserwacja (Interpretacja geometryczna) Liczbe zespolong a+bi mozemy utozsamiaé z punk-

tem plaszczyzny (a,b), tatwo wiedy widaé, ze |z| jest odlegtoscig od O tej liczby. Niech o bedzie kgtem
pomiedzy osig OX o prostq przechodzgcq przez (0,0) i (x,y). Wtedy

z = |z|(cosa +isina)

. Twierdzenie (Podstawowa metoda) Pomijajoc warstwe formalng, liczby zespolone zadajg nam

mnozenie punktow pltaszczyzny, wiec dodatkowq operacje, sprawiajqgcq, ze wiele przeksztatcen, zwtasz-
cza obroty, daje sie zapisaé “naturalniej” przez mnozenie.
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Techniczne
* Udowodnij, ze |z| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 2z = 0 (tylko 0 jest w odlegtosci 0 od 0 -2).
. * Znajdz wszystkie liczby zespolone z takie, ze z = Z i wszystkie takie, ze z = —Z.
* Stwierdz, jaka figure opisuje rownanie |z —r| = s, dla r, s ustalonych, s rzeczywistego dodatniego.
* Udowodnij
Twierdzenie (Wzoér de Moivre)

(cosa + isina)(cos f + isin B) = cos(a + B) + isin(a + ).

* Uzasadnij, ze przeksztalcenie z — (cos o+ isin )z to obrét o kat o wokot 0. Jak zapisaé¢ wzorem
obrot wokot dowolnego punktu?

Geometryczne

1. * ZADANIE

Zalozmy, ze liczby a,b € C lezg na okregu jednostkowym. Pokazaé, ze

(a) Punkt “X to srodek odcinka ab,

(b) Punkt v/ab to srodek tuku arc ab,

(c) Punkt %—1 to punkt przeciecia stycznych do okregu jednostkowego w a i b.
a b

* ZADANIE

Na bokach AC' i BC trojkata AABC wybudowano, po zewnetrznej stronie, trojkaty prostokatne
rownoramienne AACY i ABCX (katy proste przy wierzchotkach X, Y'). Uzasadni¢, ze punkt M —
§rodek boku AB oraz punkty X,Y tworza trojkat prostokatny réwnoramienny.

* ZADANIE
Na bokach trojkata AABC, po zewnetrznej stronie, zbudowano tréjkaty réwnoboczne ABCX,
ACAY, ANABZ. Udowodnié, ze §rodki ciezkosci tych trojkatow tworzg trojkat rownoboczny.

. * ZADANIE
Dany jest czworokat wypukty ABCD. Na jego bokach zbudowano, po zewnetrznej stronie, trojkaty
prostokatne réwnoramienne AABP, ABCQ, ACDR i ADAS o katach prostych odpowiednio przy
wierzchotkach P, @, R, S. Wykazaé, ze odcinki PR i QS sa prostopadte i rownej dtugosci.

* ZADANIE

Punkt P lezy wewnatrz czworokata wypuklego ABC D, przy czym trojkaty BCP i DAP sa row-
noboczne. Na bokach AB i CD tego czworokata zbudowano, po jego wewnetrznej stronie, trojkaty
rownoboczne ABK i CDL. Wykazaé, ze srodki ciezkosci trojkatow ABK i CDL pokrywaja sie.



