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Zadanie 1

Czwórka do bryd»a to cztery osoby z których ka»da chce gra¢ z ka»d¡ inn¡ z czwórki.
Okazaªo si¦, »e w gronie 20 osób nie udaªo si¦ znale¹¢ czwórki do bryd»a, wobec czego Yogi, zniech¦cony,

powiedziaª �Na pewno za to znajd¡ si¦ cztery osoby, z których »adna nie chce gra¢ z »adn¡ inn¡�.
Udowodnij, »e Yogi miaª racj¦.

Rozwi¡zanie.

Osoby, które chc¡ ze sob¡ gra¢ nazwiemy poª¡czonymi, osoby, które nie chc¡ � niepoª¡czonymi. Zbiór
r osób parami poª¡czonymi nazwiemy r-klik¡, a zbiór s osób parami niepoª¡czonych nazwiemy s-antyklik¡.

Niech R(r, s) b¦dzie najmniejsz¡ liczb¡ osób tak¡, »e w ka»dym zbiorze R(r, s) osób wyst¡pi r-klika
lub s-antyklika. Chcemy udowodni¢, »e R(4, 4) 6 20.

Zauwa»my na pocz¡tek, »e R(2, s) = s dla ka»dego s > 2. Wynika to z dwóch obserwacji:

1. Je»eli mamy s−1 osób, z których »adne nie s¡ poª¡czone, to nie mamy 2-kliki, ani s-antykliki, wi¦c
R(2, s) > s.

2. Je»eli we¹miemy s osób to albo pewne dwie z nich s¡ poª¡czone (wi¦c tworz¡ 2-klik¦) albo wszystkie
osoby s¡ niepoª¡czone, wi¦c tworz¡ s-klik¦. St¡d R(2, s) 6 s.

Analogicznie dowodzimy R(s, 2) = s (lub ogólniej R(r, s) = R(s, r)).
Chcemy teraz udowodni¢, »e R(r, s) 6 R(r − 1, s) +R(r, s− 1).
Niech R := R(r − 1, s) + R(r, s − 1). Rozwa»my dowolny zbiór R osób i dowoln¡ osob¦ α. Chcemy

pokaza¢, »e istnieje w tym (dowolnie wybranym!) zbiorze r-klika lub s-antyklika, co z de�nicji R(r, s)
poka»e R > R(r, s), czyli R(r, s) 6 R(r − 1, s) +R(r, s− 1).

Zaªó»my, »e α jest poª¡czona z d osobami. Wtedy α jest niepoª¡czona z R− 1− d osobami.
Chcemy pokaza¢, »e d > R(r−1, s) lub R−1−d > R(r, s−1). Zaiste, gdyby »adna z tych nierówno±ci

nie zaszªa, to d 6 R(r − 1, s) − 1 oraz R − 1 − d 6 R(r, s − 1) − 1, st¡d R − 1 = (R − 1 − d) + d 6
R(r − 1, s)− 1 +R(r, s− 1)− 1 = R− 2, sprzeczno±¢.

Rozwa»my dwa przypadki

1. d > R(r − 1, s).
Niech D oznacza zbiór osób poª¡czonych z α. Skoro |D| > R(r− 1, s) to w D istnieje r− 1-klika lub
s-antyklika. Wobec tego w D ∪ {α} istnieje r-klika (bo wszystkie elementy D s¡ poª¡czone z α lub
s-antyklika, co dowodzi naszej tezy.

2. R− 1− d > R(r, s− 1).
Niech ND oznacza zbiór osób niepoª¡czonych z α, wtedy w ND istnieje r-klika lub s− 1-antyklika,
wi¦c w {α} ∪ ND istnieje r-klika lub s-antyklika.

Teraz oszacowujemy:

R(3, 3) 6 R(3, 2) +R(2, 3) = 6 R(4, 3) 6 R(4, 2) +R(3, 3) = 10

R(3, 4) 6 R(2, 4) +R(3, 3) = 10 R(4, 4) 6 R(4, 3) +R(3, 4) = 20.

Liczby R(r, s) nazywaj¡ si¦ liczbami Ramseya. Dokªadna warto±¢ R(4, 4) to 18.


