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W razie gdyby byªy w¡tpliwo±ci piszcie, prosz¦. Mo»liwe s¡ równie» dodatkowe wskazówki do rozwi¡-
zania. Je»eli spisujecie ju» rozwi¡zanie i stwierdzili±cie, »e co± nie gra � napiszcie wyra¹nie, »e nie
rozumiecie tego miejsca.
Wydaje mi si¦, »e to zadanie mo»e by¢ interesuj¡ce w zastosowaniach, ale niestety nie zostaªo wzi¦te
z literatury (i niestety jest trudne � naprawd¦ piszcie, je»eli wskazówki b¦d¡ potrzebne). Uwaga: po raz
pierwszy istnieje ryzyko, »e rozwi¡zanie jest ±ciem¡, co prawda niezamierzon¡ � jestem zm¦czony :(.

Zadanie 1

Rozwa»my szachownic¦ N×M z polami o wspóªrz¦dnych od (1, 1) do (N,M) z wyci¦tym polem o wspóª-
rz¦dnych (x, y), gdzie 1 6 x 6 N, 1 6 y 6 M .

Niech n > 3. Udowodni¢, »e szachownic¦ da si¦ pokry¢ klockami 1 × n (poªo»onymi pionowo lub
poziomo) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z warunków

1. n dzieli ka»d¡ z liczb N − 1,M − 1, x− 1, y − 1,

2. n dzieli ka»d¡ z liczb N + 1,M + 1, x, y.

Rozwi¡zanie.
W rozwi¡zaniu trzeba ustali¢, co oznacza �rz¡d� a co �kolumna�.

• Poka», »e gdy zachodzi jeden z warunków, szachownic¦ da si¦ pokry¢ klockami (tworz¡cymi cztery
du»e prostok¡ty).

• Niech (a1, . . . , an), (b1, . . . , bn) � permutacje (1, 2, . . . , n). Kolorowanie to zapis a1, . . . , an, a1, . . .
w pierwszej kolumnie, a potem w rz¦dach b1, . . . , bn, b1, . . . rozpoczynaj¡c od odpowiedniej liczby
(wpisanej w pierwszej kolumnie).

• Uzasadnij, »e ka»dy klocek jest pokryty liczbami tworz¡cymi zbiór {1, 2, . . . , n}, wi¦c suma liczb
w tablicy (minus liczba na polu wyci¦tym) jest podzielna przez 1 + 2 + . . .+ n.

• Zaªó»my, »e rz¡d z wyci¦tym polem zaczyna si¦ od ai, rz¡d poprzedni od aj .

Rozwa» kolorowanie permutacjami (a1, . . . , ai−1, aj , ai+1, . . . , aj−1, ai, aj+1, . . . , an), (b1, . . . , bn). Wy-
wnioskuj, »e pole wyci¦te ma inn¡ liczb¦ wpisan¡, wi¦c »eby suma zgodziªa si¦ rz¦dów zaczynaj¡cych
si¦ od ai i aj musi by¢ ró»na liczba.

• Niech rz¡d nast¦pny zaczyna si¦ od ak. Uzasadnij, »e rz¦dów zaczynaj¡cych si¦ od ak i ai jest ró»na
liczba.

• Wywnioskuj, »e od ai zaczyna si¦ pierwszy i ostatni rz¡d lub rz¦dy te zaczynaj¡ si¦ od ak i aj .

• Wywnioskuj, »e st¡d wynika odpowiednio n
∣∣M − 1, y − 1 lub n

∣∣M + 1, y.

• Wywnioskuj n
∣∣N − 1, x− 1 lub n

∣∣N + 1, x.

• Wywnioskuj tez¦, eliminuj¡c dwie niemo»liwe kombinacje (pole. . . ).


