
Olomiany

1.1 Teoria.

Je»eli nie powiedziano inaczej �wielomian� znaczy �wielomian o wspóªczynnikach rzeczywistych.�

1. De�nicja Stopniem wielomianu W (x) = a0 + a1 · x + ... + an · xn (gdzie an 6= 0) nazywamy n i
oznaczamy to degW (x) = n. Przyjmujemy, »e stopie« wielomianu W (x) = 0 wynosi −∞.

Przy takich konwencjach zachodzi

deg(U · V ) = deg V + degU oraz deg(U + V ) 6 max(degU,deg V ).

Mówimy, »e deg zadaje gradacj¦.

2. Twierdzenie (Interpolacja Lagrange'a) Niech x1, x2, ..., xn, xn+1 ∈ R b¦d¡ parami ró»ne oraz
niech y1, ..., yn+1 b¦d¡ rzeczywiste. Wtedy w±ród wielomianów stopnia n (o jeden mniej ni» punktów!)
lub mniejszego istnieje dokªadnie jeden wielomian W (x) speªniaj¡cy W (xi) = yi dla i = 1, 2, ..., n+1.

3. Twierdzenie (Bezout) Dla ka»dego x0 i ka»dego wielomianu W (x) zachodzi W (x) = (x−x0)P (x)+
W (x0), gdzie P (x) jest wielomianem, który jest ró»ny dla ró»nych x0. Ponadto je»eli W (x) miaªo
wspóªczynniki caªkowite i x0 jest caªkowite, to P (x) ma wspóªczynniki caªkowite.

4. Warto pami¦ta¢, »e wielomian to jednocze±nie funkcja i »e obie te rzeczy wyznaczaj¡ si¦ wzajemnie.

1.2 Teoria II

1. Twierdzenie (Zasadnicze twierdzenie algebry, w rzeczywistych) Ka»dy wielomian W o wspóª-
czynnikach rzeczywistych mo»na rozªo»y¢ na iloczyn wielomianów stopnia co najwy»ej drugiego.

2. Twierdzenie (Zasadnicze twierdzenie algebry, zespolone) Ka»dy wielomian W o wspóªczyn-
nikach zespolonych mo»na rozªo»y¢ na iloczyn wielomianów liniowych o wspóªczynnikach zespolo-
nych.

3. Twierdzenie (wzory Viète'a) Niech x1, x2, . . . , xn b¦d¡ pierwiastkami wielomianu

W (x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0, an 6= 0

o wspóªczynnikach zespolonych (w szczególno±ci tak»e rzeczywistych). Wówczas prawdziwe s¡ wzory:
x1 + x2 + . . .+ xn−1 + xn = −an−1

an

x1x2 + . . .+ x1xn + x2x3 + . . .+ x2xn + . . .+ xn−1xn = an−2

an

...

x1x2 . . . xn = (−1)n a0

an

Poniewa» na olimpiadzie brak liczb zespolonych, wzorów Viète'a u»ywa si¦, je»eli w zadaniu jest
wprost powiedziane, »e wielomian (stopnia n) ma n pierwiastków (rzeczywistych).

4. Twierdzenie (O wielomianach symetrycznych) Je»eli wielomian W , by¢ mo»e wielu zmien-
nych x1, . . . , xn, jest symetryczny, to jest on sum¡ iloczynów wielomianów 1, x1 + x2 + . . . xn, x
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1.3 Zadanka.

1. Wyznaczy¢ a, b tak, aby wielomian x4 + x3 + 2x2 + ax+ b byª kwadratem innego wielomianu.

2. Wypisz explicite tj. jawnie rozkªad wielomianu x4 + 1 na wielomiany drugiego stopnia, wynikaj¡cy
z zasadniczego twierdzenia algebry.

3. Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste a, b, dla których wielomiany f(x) = x5+ax3+x2+1 i g(x) =
x4 + ax2 + x+ b maj¡ wspólny pierwiastek (wypisa¢ równanie na a w zale»no±ci od b).

4. Wielomian P nie jest staªy, a Q,R s¡ takie, »e Q(P (x)) = R(P (x))) dla wszystkich x. Uzasadni¢,
»e Q = R.

1.4 Zadania.

1. Czy twierdzenie interpolacyjne Lagrange'a pozostanie prawdziwe, je»eli zamienimy w �wielomian�
na �wielomian o wspóªczynnikach caªkowitych� oraz zaªo»ymy, »e liczby xi, yi s¡ caªkowite?

2. Czy zasadnicze twierdzenie algebry pozostanie w mocy, je»eli zamiast �wielomian� wstawi¢ w nim
�wielomian o wspóªczynnikach caªkowitych�?

3. Wielomian o wspóªczynnikach rzeczywistych xn + an−3x
n−3 + . . .+ a0 ma n pierwiastków rzeczy-

wistych. Oblicz jego wspóªczynniki.

4. Wielomian P (x) stopnia n, o wspóªczynnikach rzeczywistych, dla dowolnej liczby k = 0, 1, ..., n
speªnia równo±¢ P (k) = k

k+1 . Obliczy¢ P (n+ 1).

Czy zaªo»enie, »e wielomian P jest stopnia n jest potrzebne?

5. Dana jest liczba naturalna k > 2 oraz liczby caªkowite a1, . . . , an speªniaj¡ce warunki

a1 + a22
i + a33

i + . . . ann
i = 0 dla i = 1, 2, . . . , k − 1.

Dowie±¢, »e liczba a1 + a22
k + . . .+ ann

k jest podzielna przez k!.

1.5 Wielomiany o wspóªczynnikach caªkowitych

1. Niech P (x) b¦dzie wielomianem o wspóªczynnikach caªkowitych. Wykaza¢, »e je»eli dla co najmniej
6 ró»nych liczb caªkowitych przyjmuje on warto±¢ 2007, to P (x) nie ma pierwiastków caªkowitych.

2. Czy istnieje wielomian o wspóªczynnikach caªkowitych stopnia wi¦kszego ni» 1 maj¡cy wszystkie
warto±ci (dla argumentów caªkowitych) b¦d¡ce liczbami zªo»onymi (czyli liczbami caªkowitymi do-
datnimi, nie b¦d¡cymi pierwszymi i nie b¦d¡cymi jedynk¡)?

3. Czy istnieje wielomian o wspóªczynnikach caªkowitych stopnia wi¦kszego ni» 1 maj¡cy wszystkie
warto±ci (dla argumentów caªkowitych) b¦d¡ce liczbami pierwszymi?

1.6 Zady

1. Udowodni¢, »e ka»dy wielomian jest sum¡ trzecich pot¦g wielomianów.

2. Niech F,G,H b¦d¡ wielomianami stopnia co najwy»ej 2n + 1 o wspóªczynnikach rzeczywistych,
takimi, »e

(a) dla wszystkich x ∈ R jest F (x) 6 G(x) 6 H(x),

(b) istniej¡ takie parami ró»ne x1, ..., xn, »e F (xi) = H(xi) dla i = 1, 2, ..., n,

(c) istnieje takie x0 ró»ne od x1, ..., xn, »e F (x0) +H(x0) = 2G(x0).

Udowodni¢, »e 2G(x) ≡ F (x) +H(x).



3. Dane s¡ takie niezerowe liczby caªkowite a, b, c, »e a + b + c = 0. Wykaza¢, »e dla ka»dej liczby
caªkowitej dodatniej n prawdziwa jest podzielno±¢

a2 + b2 + c2
∣∣∣an2+1 + bn

2+1 + cn
2+1.

4. W tym zadaniu �wielomian� oznacza wielomian o wspóªczynnikach caªkowitych.

Mo»emy zde�niowa¢ relacj¦ mod dla wielomianów przez P ≡ Q mod R wtedy i tylko wtedy, gdy

R
∣∣∣P −Q, innymi sªowy

P −Q ∈
{
K ·R

∣∣∣K � wielomian
}
.

Relacja ta ma podobne wªasno±ci jak dla liczb caªkowitych. Zde�niujmy teraz relacj¦ P ≡ Q

mod (R1, R2) przez P −Q ∈
{
K1 ·R1 +K2 ·R2

∣∣∣K1,K2 � wielomiany
}
.

Udowodni¢, »e warto±¢ wielomianu P , o wspóªczynnikach caªkowitych, jest podzielna przez liczb¦
pierwsz¡ p dla ka»dego argumentu caªkowitego wtedy i tylko wtedy, gdy P ≡ 0 mod p, xp − x.


