
Kóªko 13.10 - wielomiany, bardziej caªkowite

Teoria.

1. De�nicja 0.1 Stopniem wielomianu W (x) = a0 + a1 · x + ... + an · xn (gdzie an 6= 0) nazywamy n
i oznaczamy to deg W (x) = n. Przyjmujemy, »e stopie« wielomianu W (x) = 0 wynosi −∞.

2. Twierdzenie 0.2 Niech x1, x2, ..., xn, xn+1 b¦d¡ parami ró»ne oraz niech y1, ..., yn+1 b¦d¡ rzeczy-
wiste. Wtedy w±ród wielomianów stopnia n lub mniejszego istnieje dokªadnie jeden wielomian W (x)
speªniaj¡cy W (xi) = yi dla i = 1, 2, ..., n + 1.

3. Twierdzenie 0.3 Je»eli W (x) ma wspóªczynniki caªkowite i a, b s¡ caªkowite (a 6= b), to a −
b|W (a)−W (b).

4. Twierdzenie 0.4 (Bezout) Dla ka»dego x0 i ka»dego wielomianu W (x) zachodzi W (x) = (x −
x0)P (x) + W (x0), gdzie P (x) jest wielomianem, który jest ró»ny dla ró»nych x0. Ponadto je»eli
W (x) miaªo wspóªczynniki caªkowite i x0 jest caªkowite, to P (x) ma wspóªczynniki caªkowite.

5. 0.5 Wzory Viete chwilowo nie b¦d¡ nam potrzebne, wi¦c ich nie podaj¦ :)

Zadania.

1. Wielomian P (x) o wspóªczynnikach caªkowitych speªnia 9|W (223) i 223|W (9). Jaka jest reszta z
dzielenia W (232) przez 2007? (¹ródªo - Staszic)

2. Wyka», »e dla dowolnego wielomianu W (x) maj¡cego pierwiastek x0 mo»na znale¹¢ takie c, »e dla
ka»dego k jest 2k|W (2k − c).

3. Czy istnieje wielomian o wspóªczynnikach caªkowitych stopnia wi¦kszego ni» 1 maj¡cy wszystkie
warto±ci (dla argumentów caªkowitych) b¦d¡ce liczbami zªo»onymi (czyli liczbami caªkowitymi do-
datnimi, nie b¦d¡cymi pierwszymi i nie b¦d¡cymi jedynk¡)? (¹ródªo - Staszic)

4. Czy istnieje wielomian o wspóªczynnikach caªkowitych stopnia wi¦kszego ni» 1 maj¡cy wszystkie
warto±ci (dla argumentów caªkowitych) b¦d¡ce liczbami pierwszymi? (¹ródªo - Staszic)

5. Niech P (x) b¦dzie wielomianem o wspóªczynnikach caªkowitych. Wykaza¢, »e je»eli dla co najmniej
6 ró»nych liczb caªkowitych przyjmuje on warto±¢ 2007, to P (x) nie ma pierwiastków caªkowitych.
(¹ródªo - Staszic)

6. Wielomian P (x), stopnia co najwy»ej n > 2, o wspóªczynnikach rzeczywistych dla dowolnej liczby
k = 0, 1, ..., n speªnia równo±¢ P (k) = k

k+1 . Obliczy¢ P (n + 1). (¹ródªo - Zwardo«)

7. Niech P (x) i Q(x) b¦d¡ wielomianami n-tego stopnia i niech x1, ..., xn+1 b¦d¡ parami ró»ne. Do-
wie±¢, »e je±li P (xi) = Q(xi) dla i = 1, 2, ..., n + 1, to P (x) ≡ Q(x) (s¡ one identyczne). (¹ródªo -
dowód 2.)

8. (*) Niech F,G, H b¦d¡ wielomianami stopnia co najwy»ej 2n+1 o wspóªczynnikach rzeczywistych,
takimi, »e

(a) dla wszystkich x ∈ R jest F (x) ≤ G(x) ≤ H(x),

(b) istniej¡ takie parami ró»ne x1, ..., xn, »e F (xi) = H(xi) dla i = 1, 2, ..., n,

(c) istnieje takie x0 ró»ne od x1, ..., xn, »e F (x0) + H(x0) = 2G(x0).

Udowodni¢, »e 2G(x) ≡ F (x) + H(x). (¹ródªo - BW)
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