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1.1 �Póªniezmienniki�

Cz¦ste, cho¢ na razie nie na II etapie OM, s¡ ukªady postaci y = f(x), z = f(y), x = f(z), gdzie f
jest pewn¡ funkcj¡. Zwykle podstawianie niewiele tu daje. Trzeba zgadn¡¢ rozwi¡zania i pokaza¢ pewn¡

wªasno±¢ f , która sprawia, »e innych nie ma. Tutaj zwykle b. wa»ne s¡ nierówno±ci i warto±¢ bezwzgl¦dna.

Zadanie 1

Znajd¹ wszystkie czwórki liczb rzeczywistych dodatnich a, b, c, d speªniaj¡ce ukªad równa«
a = 2b2 − 1

b = 2c2 − 1

c = 2d2 − 1

d = 2a2 − 1.

Wskazówka: Poªó» f(x) = 2x2 − 1. Narysuj wykres! Porównaj |f(x)| i |x| w zale»no±ci od x.

Zadanie 2

Liczby x1, . . . , x2011 s¡ rzeczywiste dodatnie i speªniaj¡ ukªad równa«
xx2
1 = x3

xx3
2 = x4

. . .

xx1
2011 = x2.

Wyznacz te liczby.

Zadanie 3

Udowodnij, »e je±li równanie ax5 + bx4 + c = 0, gdzie ac 6= 0 ma trzy ró»ne rozwi¡zania x1, x2, x3, to

równanie cx5 + bx+ a = 0 ma trzy ró»ne pierwiastki rzeczywiste.

Zadanie 4

Rozwi¡za¢ równanie
a2

4
+ b2 + c2 = ab− ac+ 2bc

w liczbach rzeczywistych a, b, c.
Wskazówka: od czego jest sensownie zacz¡¢?

Zadanie 5

Znajd¹ wszystkie trójki (x, y, z) liczb wi¦kszych od 1 speªniaj¡ce równanie

x+ y + z +
3

x− 1
+

3

y − 1
+

3

z − 1
= 2

(√
x+ 2 +

√
y + 2 +

√
z + 2

)
.

Wskazówka (lub zdziwko) dla paªuj¡cych: je»eli wielomian f jest stale nieujemny i f(a) = 0 to f ′(a) = 0,
wi¦c NWD(f, f ′)(a) = 0 (to byªo na Serwach).

Zadanie obliczeniowe 6

Znajd¹ pierwiastek nast¦puj¡cych wielomianów wiedz¡c, »e wielomiany te s¡ stale nieujemne

1. x4 − 11x3 − 7x2 + 176x+ 576,

2. x6 − x5 − 2x4 − x3 + 2x2 + 3x+ 1.


