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Zadanie (Maªe twierdzenie Fermata) 1
Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡, a a b¦dzie liczb¡ caªkowit¡ niepodzieln¡ przez p.

1. Udowodnij, »e liczby {0 · a, 1 · a, . . . , (p− 1) · a} daj¡ ró»ne reszty z dzielenia przez p.

2. Udowodnij maªe twierdzenie Fermata:

ap−1 ≡ 1 mod p.

3. Wywnioskuj, »e dla wszystkich liczb caªkowitych a zachodzi ap ≡ a mod p.

Zadanie 2
Uzasadnij, »e je±li NWD(a, 105) = 1 to 7

∣∣a6 − 1, 3
∣∣a2 − 1, 5

∣∣a4 − 1.

Poka», »e je±li NWD(a, 105) = 1 to 105
∣∣a12 − 1.

Zadanie 3
Poka», »e je»eli p jest pierwsza, to jedynymi rozwi¡zaniami równania x2 ≡ 1 mod p s¡ 1 mod p i −1
mod p (tzn. ka»da liczba caªkowita x speªniaj¡ca x2 ≡ 1, przystaje do 1 lub −1 modulo p).

Poka», »e bez zaªo»enia, »e p jest pierwsza, teza zadania nie byªaby prawdziwa.

Zadanie 4
Udowodnij, »e je±li p jest pierwsza, a a caªkowita niepodzielna przez p, to

a
p−1
2 ≡ 1 mod p lub a

p−1
2 ≡ −1 mod p.

Wywnioskuj, »e sze±ciany liczb caªkowitych daj¡ z dzielenia przez 7 reszty ze zbioru {0, 1,−1}.

Zadanie 5
Uzasadnij, »e równanie 7n = x3 + 2y3 nie ma rozwi¡za« w liczbach caªkowitych dodatnich x, y, n.

Zadanie 6
Oblicz, jakie reszty daj¡ kwadraty liczb caªkowitych przy dzieleniu przez 3 (u»yj zadania 2.) i przez 4.
Poka», »e równania 3n = x2 + y2 i 4n = x2 + y2 nie maj¡ rozwi¡za« w liczbach caªkowitych dodatnich
x, y, n.


