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1.1 Zadania tylko na dodawanie lub tylko na mno»enie

Dodawanie lub mno»enie, osobno, tworz¡ zadania raczej z kombinatoryki ni» TL.

Zadanie 1

Uzasadni¢, »e zbioru liczb {N,N+1, N+2, . . .} nie da si¦ podzieli¢ na dwa podzbiory speªniaj¡ce warunek:

dla dowolnych, by¢ mo»e równych, elementów a, b, c nie zachodzi a+ b = c.

Zadanie 2

Przypomnij dowód, »e je±li NWD(a, b) = 1 i ab = cn (wszystkie liczby caªkowite dodatnie), to istniej¡
t, u takie, »e a = tn, b = un. Czy ten dowód jest prawdziwy bez zaªo»enia, »e a, b > 0? A czy byªby on
prawdziwy, gdyby rozwa»y¢ sytuacj¦ z trzema liczbami a, b, c, takimi, »e NWD(a, b, c) = 1 i abc = dn?

Zadanie 3

Podaj przykªad 12122011-elementowego zbioru liczb caªkowitych dodatnich S, takiego, »e iloczyn dowol-
nego niepustego podzbioru zbioru S nie jest sze±cianem liczby caªkowitej.

Zadanie 4

Znajd¹ najmniejsz¡ liczb¦ N tak¡, »e

dla ka»dego zbioru N -elementowego S, którego elementami s¡ liczby caªkowite dodatnie o dzielnikach
pierwszych ze zbioru p1, p2, . . . , p2011, istnieje podzbiór S taki, »e jego iloczyn jest sze±cianem liczby

caªkowitej.

1.2 Suma lub liczba dzielników

Zadanie 5

1. przypomnij (wywnioskuj z postaci ci¡gowej) i udowodnij wzór na ilo±¢ d(n) dzielników naturalnych
(i caªkowitych) liczby naturalnej n, w zale»no±ci od rozkªadu na czynniki pierwsze,

2. zrób to samo dla s(n) � sumy dzielników,

3. i dla sumy 2011 pot¦g dzielników.

Przygotowania do zadania 8.

Zadanie 6

Udowodnij, »e d(n) 6 n/2 dla n > N0 (wska» N0). Poka», »e dla s(n) taka nierówno±¢ nie zachodzi.
? U»yj podobnego rozumowania do pokazania, »e d(n) 6 n/2011 dla n > N0.

Zadanie 7

Niech f : Z>0 → Z>0 b¦dzie dowoln¡ funkcj¡, a M dowoln¡ liczb¡ naturaln¡. Udowodnij, »e ci¡g

a1 = 1, an+1 = f(an) mod M, dla n = 1, 2, . . . .

jest od pewnego miejsca okresowy.

Zadanie 8

Niech c b¦dzie ustalon¡ liczb¡ caªkowit¡ dodatni¡. Ci¡g (an) jest okre±lony przez warunki

a1 = 1, an+1 = d(an) + c dla n = 1, 2, . . . .

gdzie d(m) oznacza liczb¦ dodatnich dzielników liczby m. Wykaza¢, »e istnieje taka liczba caªkowita
dodatnia k, »e ci¡g ak, ak+1, . . . . jest okresowy. �ródlo: 57 OM, etap drugi


