
Kóªko 1.12 - teoria liczb

Teoria - czyli kilka (nie)u»ytecznych rad

1. Teoria liczb dotyczy caªkowitych. Wymiernych zwykle nale»y unika¢.

2. W co pierwszym zadanku z teorii liczb trzeba u»y¢ modulo (reszt z dzielenia). Jak si¦ nie wie reszt
z dzielenia przez co u»y¢, to najlepiej spróbowa¢ po kolei 2, 3, 4....

3. Jak si¦ ju» troch¦ rozwali zadanie z modulo, to mo»na szacowa¢ (u»yteczny do tego jest zwykle
fakt: je»eli a, b > 0 i a dzieli b, to a ≤ b).

4. Jak si¦ ma rozwi¡za¢ równanie w caªkowitych dodatnich (czyli znale¹¢ wszystkie rozwi¡zania), to
w 60% przypadków wszystkie rozwi¡zania s¡ poni»ej 10, czyli mo»na znale¹¢ r¦cznie wszystkie
rozwi¡zania.

5. Zwykle niefajnie jest wykazywa¢, »e co± jest równe 1, jeszcze niefajniej, »e co± jest równe 2, a
najfajniej jest wykazywa¢, »e co¢ jest równe 0 - 0 jest jedyn¡ liczb¡ podzieln¡ przez dowoln¡ liczb¡,
jedyn¡ liczb¡, która jest podzielna przez 2n dla dowolnego n i tym podobne bajery.

6. Jak si¦ ma pierwiastki i tym podobne ±wi«stwa, to najlepiej upraszcza¢, »eby ªadnie wygl¡daªo.

7. Najlepiej jest jednak nie zawsze sªucha¢ rad, ale my±le¢ co si¦ robi i co z tego mo»e wynikn¡¢.
My±lenie jest zwykle programem niestandardowym u informatyków, wi¦c nale»y sobie doinstalowa¢.
Rozwi¡zanie wielu zadanek z danej dziedziny wybitnie zwi¦ksza pr¦dko±¢ i jako±¢ my±lenia.

Teoria - czyli par¦ twierdze«

1. Twierdzenie Fermata: je»eli p jest pierwsze, to p|ap − a dla dowolnego a caªkowitego.

2. Eee, chyba na razie wi¦cej nie potrzeba :)

Zadania ªatwe

1. Dla jakich n istnieje taki x caªkowite, »e liczba 1! + 2! + · · ·+ n! jest równa x2?
Rozwi¡zanie: Popatrzmy na reszty modulo 5. Wiemy, »e dla m ≥ 5 jest n! ≡ 0( mod 5), a
1! + 2! + 3! + 4! ≡ 3( mod 5), st¡d 1! + 2! + · · ·+ n! ≡ 3( mod 5), dla n ≥ 5. Mo»emy te», patrz¡c
na reszty 02, 12, 22, 32, 42 z dzielenia przez 5 stwierdzi¢, »e »aden kwadrat licby caªkowitej nie daje
reszty 3. St¡d dla n ≥ 5 nie istnieje takie x. R¦cznie sprawdzamy przypadki 1, 2, 3, 4 i stwierdzamy,
»e x speªniaj¡ce warunki zadania istnieje tylko dla n = 1 lub n = 3.

2. Rozwi¡za¢ w liczbach caªkowitych równanie x3 − y3 = 91.
Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e 91 = x3 − y3 = (x− y)(x2 + xy + y2). Mamy wi¦c 8 mo»liwo±ci:

x− y = −91 ∧ x2 + xy + y2 = −1

x− y = −13 ∧ x2 + xy + y2 = −7

x− y = −7 ∧ x2 + xy + y2 = −13

x− y = −1 ∧ x2 + xy + y2 = −91

x− y = 1 ∧ x2 + xy + y2 = 91

x− y = 7 ∧ x2 + xy + y2 = 13

x− y = 13 ∧ x2 + xy + y2 = 7
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x− y = 91 ∧ x2 + xy + y2 = 1

Zauwa»my, »e skoro x3− y3 = 91 > 0, to x− y > 0 (bo funckja f(x) = x3 jest rosn¡ca), co pozwala
nam wyeliminowa¢ 4 pierwsze przypadki. Pozostaªe 4 przypadki prowadz¡, po podstawieniu x lub
y, do 4 równa« kwadratowych, z których ka»de daje rozwi¡zanie.

3. Dane s¡ liczby naturalne n, k wi¦ksze od 1, takie, »e liczba p = 2k− 1 jest pierwsza. Rozstrzygn¡¢,
czy je»eli p|
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)
−
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2

)
, to p2|
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)
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)
.

Rozwi¡zanie: Odpowied¹: tak. Mamy(
n
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)
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)
=

(n− k)(n + k − 1)
2

=
(n− k)(n− k + p)

2

. Skoro p|
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)
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)
, to p|n− k lub p|n− k + p. Ale liczby n− k i n− k + p daj¡ takie same reszty

z dzielenia przez p, to st¡d wynika, »e p|n − k i p|n − k + p, wi¦c p2|(n − k)(n + k − 1), a skoro p

jest nieparzyste, wi¦c wzgl¦dnie pierwsze z 2, to p2| (n−k)(n+k−1)
2 =

(
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2

)
−
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2

)
.

4. 6 liczb pierwszych jest sze±cioma kolejnymi wyrazami rosn¡cego ci¡gu arytmetycznego. Udowodni¢,
»e ró»nica tego ci¡gu jest nie mniejsza od 30.
Rozwi¡zanie: Oznaczmy jako p pierwszy z tych 6 wyrazów, a jako r ró»nic¦ ci¡gu. Udowodnimy,
»e 30|r. To ju» da nam tez¦, bowiem skoro ci¡g jest rosn¡cy, to r > 0, a najmniejsz¡ liczb¡ wi¦ksz¡
od 0 i podzieln¡ przez 30 jest 30, czyli r ≥ 30.
Liczby pierwsze z zadania to p, p + r, p + 2r, p + 3r, p + 4r, p + 5r. Wykorzystajmy fakt z zadania
3. z kóªka nt. Dirichleta:

Lemat 0.1 Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡ i niech p 6 |a. Wtedy zbiór {0a, 1a, 2a, · · · , (p − 1)a}
zawiera te same liczby co {0, 1, · · · , p − 1} (ogólniej wystarczy, »e a i p s¡ wzgl¦dnie pierwsze, bez
warunku, »e p jest pierwsza).

Widzimy wi¦c, »e je»eli 2 6 |r,to zbiór 0, r zawiera wszystkie reszty z dzielenia przez 2, czyli która±
z liczb p, p + r jest parzysta. Skoro 2 jest njamniejsz¡ iczb¡ pierwsz¡, to p = 2. Ale wtedy liczba
p + 2r = 2(r + 1) jest parzysta. Sprzeczno±¢. St¡d wnosimy, »e 2|r. W tym ci¡gu nie wystepuje
wi¦c liczba 2, bo skoro 2|r, to wtedy wszystkie liczby w ci¡gu byªyby parzyste (bo ró»ni¡ si¦ one o
wielokrotno±¢ r).
Analogicznie dowodzimy, »e 3|r (korzystaj¡c z tego »e teraz najmniejsz¡ mo»liw¡ liczb¡ pierwsz¡
jest 3) i »e 5|r. A st¡d 30|r.

Zadania trudniejsze z kóªka mat. V LO w Krakowie

1. Rozwi¡za¢ w liczbach caªkowitych dodatnich równanie y2 = x3 + 16.
Rozwi¡zanie: Przeksztaª¢my równanie do postaci x3 = (y − 4)(y + 4). Zauwa»my, »e najwi¦kszy
wspólny dzielnik liczb y − 4 i y + 4 jest te» dzielnikiem liczby (y + 4) − (y − 4) = 8. Rozwa»my 2
przypadki:

(a) NWD(y − 4, y + 4) = 1.

Lemat 0.2 Niech x3 = ab (x, a, b ∈ Z) i niech NWD(a, b) = 1. Wtedy a = y3 i b = t3 dla
pewnych y, t caªkowitych.

Dowód lematu: Rozkªad na czynniki pierwsze. x3 = p3a1
1 p3a2

2 · · · pn3an, gdzie p1 to ró»en
liczby pierwsze a ai s¡ caªkowite. Skoro a, b s¡ wzgl¦dnie pierwsze, to nie ma takiego pi, »e
pi|a i pi|b. Ale mamy ab = x3, czyli p3ai

i |ab, wi¦c i

∀1≤i≤np3ai
i |a ∨ p3ai

i |b

. St¡d a i b s¡ postaci np. a = p3a1
1 p3a3

3 · · · p3an−1
n−1 = (pa1

1 pa3
3 · · · p

an−1
n−1 )3 i b = p3a2

2 · · · p3an
n =

(pa2
2 · · · pan

n )3, czyli s¡ one sze±cianami.

Stosuj¡c lemat do liczb y − 4 i y + 4 dostajemy, »e y − 4 = a3 i y + 4 = b3, st¡d b3 =
y + 4 = (y − 4) + 8 = a3 + 8, wi¦c b3 = a3 + 23.
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Zauwa»my, »e je»eli b ≥ 3, to b3 = (b− 1)3 + 3b2 − 3b + 1 ≥ (b− 1)3 + 9b− 3b + 1 = 6b + 1 ≥
(b − 1)3 + 19 ≥ a3 + 19 > a3 + 8, wi¦c musi by¢ b < 3. Analogicznie szacujemy, »e musi by¢
b > −3 i r¦cznie obliczamy przypadki −2,−1, 0, 1, 2, które daj¡ nam rozwi¡zania (a, b) równe
(−2, 0) lub (0, 2), co prowadzi do rozwi¡za« (x, y) równe (0,−4) i (0, 4).

(b) 2|y. Wtedy y = 2y′ (y′ ∈ Z): 4y′2 = x3 + 16. Widzimy, »e 2|x. Niech x = 2x′, gdzie x′ ∈ Z:
4y′2 = 8x′3 + 16. Skracaj¡c:

y′2 = 2x′3 + 4

Skoro prawa strona jest parzysta, to 2|y′. Niech y′ = 2y′′ (y′′ ∈ Z). Podstawiaj¡c: 2y′′2 =
x′3 + 2. St¡d mamy 2|x′ i x′ = 2x′′ (x′′ ∈ Z), a po podstawieniu i skróceniu

y′′2 = 4x′′3 + 1

. St¡d widzimy, »e 2 6 |y′′, wi¦c y′′ = 2k+1 (k ∈ Z): 4k2 +4k+1 = 4′′x3 +1, czyli k2 +k = x′′3

a po zwini¦ciu
k(k + 1) = x′′3

. Liczby k i k + 1 s¡ oczywi±cie wzgl¦dnie pierwsze (jako kolejne liczby caªkowite - ich NWD
dzieli równie» k + 1− k = 1), wi¦c z poprzedniego popdpunktu wiemy, »e k i k + 1 s¡ sze±cia-
nami liczb caªkowitych. Ale takie pary sze±cianów liczb caªkowitych s¡ tylko dwie 0, 1 i −1, 0
(szacujemy podobnie jak w równaniu b3 = a3 + 8). St¡d k = 0 lub k = −1, wi¦c y = 4 lub
y = −4, co prowadzi do rozwi¡za« (0, 4) i (0,−4) (x wyliczamy z równania pocz¡tkowego), a
po uwzgl¦dnieniu x, y > 0, do braku rozwi¡za« :)

2. Udowodni¢, »e równanie a2 + b2 = c2 + 3 posiada niesko«czenie wiele rozwi¡za« w liczbach caªko-
witych dodatnich.
Rozwi¡zanie: Je»eli mamy udowodni¢, »e co± posiada niesko«czenie wiele rozwi¡za« w Z, to
zwykle najpro±ciej jest skonstruowa¢ te rozwi¡zania (np. w zale»no±ci od parametru, »eby wyszªo
niesko«czenie du»o).
�eby zrozumie¢, jak nale»y konstruowa¢, dobrze jest najpierw znale¹¢ troch¦ przykªadów rozwi¡za«
(cho¢ czasami o wiele lepiej jest patrze¢ tylko na niektóre rozwi¡zania). Ale podstawianie a = 1, 2, 3
nie daje rozwi¡za«. Hm, mo»e Yogi znowu si¦ pomyliª i powinno by¢ «ie ma rozwi¡za«"? Spró-
bujmy wzi¡¢ jakie± modulo. Do kwadratów niegªupio idzie modulo 8 - daj¡ one reszty tylko 0, 1, 4,
lub modulo 4 - reszty 0, 1.
We¹my to równanie modulo 4. Lewa strona mo»e dawa¢ reszty 0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 1 + 1 = 2,
a prawa 0 + 3 = 3, 1 + 3 = 0. Aha, wi¦c »eby dziaªaªo, to lewa i prawa daj¡ reszt¦ 0, wi¦c a, b
s¡ parzyste, a c jest nieparzyste. To pozwala znale¹¢ pierwsze rozwi¡zania (a, b, c) równe (4, 6, 7) i
(6, 16, 17).
Co jest widoczne w tych rozwi¡zaniach? c = b + 1. Oczywi±cie! Je»eli podstawimy b = c − 1 do
równania, to pozbywamy si¦ jednego parametru, ale mamy a2 +(c−1)2 = c2 +3, sk¡d po skróceniu
dostajemy a2 = 2(c + 1). Jasne, musi by¢ 2|a, czyli a = 2k i wtedy 4k2 = 2(c + 1), wi¦c 2k2 = c + 1
i c = 2k2 − 1. Jakiekolwiek k caªkowite we¹miemy, dostaniemy rozwi¡zanie (2k, 2k2 − 2, 2k2 − 1).
Na wszelki wypadek sprawd¹my - (2k)2 + (2k2 − 2)2 = 4k2 + 4k4 − 8k2 + 4 = 4k4 − 4k2 + 4 =
(4k4 − 4k2 + 1) + 3 = (2k2 − 1)2 + 3. Zgadza si¦!
Najlepsze jest to, »e w rozwi¡zaniu wystarczy napisa¢, »e dla dowolnego k ∈ Z trójka (2k, 2k2 −
2, 2k2−1) speªnia to równanie (i sprawdzi¢ to, jak powy»ej) oraz przeszacowa¢, »e je»eli k ≥ 2, to te
liczby s¡ dodatnie (mamy znale¹¢ rozwi¡zania dodatnie). Caªe powy»sze rozumowanie jest napisane
tylko pogl¡dowo, »eby byªo wiadomo sk¡d si¦ wzi¡ª wynik, ale na OMie nie potrzeba akurat tego
pisa¢.

3. Rozwi¡za¢ równanie (x + y)(1 + xy) = 2b w liczbach caªkowitych dodatnich x, y, b.
Rozwi¡zanie: Je»eli w równaniu zamienimy x, y miejscami, to nic si¦ nie zmieni. Mówimy, »e
równanie jest symetryczne ze wzgl¦du na x, y. Mo»emy wi¦c zaªo»y¢ x ≤ y (je»eli jest inaczej,
to zamieniamy miejscami).
Musi by¢ x + y = 2a i 1 + xy = 2b dla pewnych a, b ∈ Z, a, b,≥ 0. Je»eli x = 1, to musi by¢
y = 2

b
2 −1, wi¦c 2|b i równania s¡ speªnione dla wszystkich b parzystych. W dalszej cz¦±ci b¦dziemy

zakªada¢, »¦ x, y ≥ 2 (i tym samym a, b ≥ 2). Ponadto, je»eli a = b, to x + y = 1 + xy, czyli
(x− 1)(y − 1) = 0, wi¦c x = 1 lub y = 1, czyli nie musimy rozwa»a¢ tego przypadku.
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Zauwa»my, »e skoro 1 + xy = 2b, to 2|1 + xy, czyli 2 6 |xy, czyli 2 6 |x ∧ 2 6 |y, wi¦c mo»emy wzi¡¢
x = 2k + 1, y = 2l + 1, gdzie k, l ∈ Z. Podstawiaj¡c:

2k + 2l + 1 = 2a

1 + 4kl + 2k + 2l + 1 = 2b

Pierwsze równanie po podzieleniu przez 2 ma posta¢ k + l + 1 = 2a−1. Skoro a ≥ 2, to 2|2a−1,
wi¦c 2|k + l + 1. To oznacza, »e dokªadnie jedna spo±ród liczb k, l jest parzysta. Skoro powy»sze
równania s¡ symetryczne ze wzgl¦du na k, l, to mo»emy zaªo»y¢, »e 2|k i 2 6 |l.
Mamy 2b = 1 + 4kl + 2k + 2l + 1 = 4kl + (2k + 2l + 2) = 4kl + 2a, czyli 4kl = 2b − 2a, wi¦c
kl = 2b−2 − 2a−2 (pami¦tajmy, »e a, b ≥ 2, wi¦c wci¡» to jest caªkowite oraz a 6= b, wi¦c jest to
niezerowe, tak naprawd¦ dodatnie). Dalej kl = 2b−2− 2a−2 = 2a−2(2b−a− 1), czyli 2a−2|kl, a skoro
2 6 |l, to

2a−2|k

(kluczowy moment), czyli k = q · 2a−2. Ale k + l + 1 = 2a−1, czyli k < 2 · 2a−2. St¡d q = 1 i

k = 2a−2

.
St¡d l = 2a−2−1 (z pierwszego równania) oraz l = 2b−a−1 (z drugiego równania), czyli b = 2a−2.
Otrzymali±my wi¦c 2 ci¡gi rozwi¡za«: (k, l) = (2a−2, 2a−2−1) oraz (pami¦tajmy o symetryczno±ci)
(k, l) = (2a−2 − 1, 2a−2). Wracaj¡c do oznacze« x, y te ci¡gi przechodz¡ na rozwi¡zania (x, y) =
(2a−1 − 1, 2a−2 + 1) oraz (x, y) = (2a−1 + 1, 2a−1 − 1).
Odpowied¹: Wszystkie rozwi¡zania tego równania to:

x = 1, y = 2k − 1, b = 2k

x = 2k − 1, y = 1, b = 2k

x = 2k − 1, y = 2k + 1, b = 3k + 1

x = 2k + 1, y = 2k − 1, b = 3k + 1

dla k ∈ Z, k ≥ 1 (dodatnie!).

4. (Lepiej nie rusza¢, nie wiem na ile trudne) Niech p - pierwsza, taka, »e 2p + 1 równie» pierwsza.
Rozwi¡za¢ w liczbach caªkowitych równanie xp + 2yp + 5zp = 0. Rozwi¡zanie: Kiedy indziej :)
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