
Symetria

1.1 *Niezmienniczo±¢

Sekcja jest oznaczona * ze wzgl¦du na to, »e nie byªo na kóªku potrzebnych de�nicji, ale np. zadania 1,2
nie s¡ a» tak trudne, »eby zasªu»y¢ na *.

Poni»sze zadania s¡ maªo kóªkowe, wi¦c mog¡ ªatwo zasªu»y¢ na zarzut nie»yciowo±ci. Wr¦cz przeciw-
nie � cz¦±¢ jest caªkiem wa»nymi wynikami!

1. Zadanie
Niech liczby a, b, c b¦d¡ dodatnie i zaªó»my, »e mamy nierówno±¢

f(a, b, c) ≥ g(a, b, c) dla wszystkich a, b, c > 0

gdzie f, g s¡ pewnymi funkcjami.

Uzasadni¢, »e je±li f jest symetryczna, to istnieje taka funkcja symetryczna h, »e

f(a, b, c) ≥ h(a, b, c) dla wszystkich a, b, c > 0

oraz h(a, a, a) = g(a, a, a) dla dowolnego a ∈ R+.

Funkcja jest symetryczna, je»eli zamiana kolejno±ci argumentów nie wpªywa na jej warto±¢.

2. Zadanie
Punkty X1, . . . , Xn s¡ takie, »e symetria wzgl¦dem symetralnej dowolnego z odcinków XiXj nie
zmienia zbioru {X1, . . . , Xn} (tzn. przerzuca punkty tego zbioru na punkty tego zbioru). Uzasadnij,
»e wszystkie punkty le»¡ na jednym okr¦gu.

3. Zadanie
Wymaga znajomo±ci poj¦cia granicy. . .

Uzasadni¢, »e je±li ci¡g (xn) zde�niowany w sposób

x0 = 0.5, xn+1 = xn −
x3
n

3

ma granic¦, to jest ni¡ 0.

4. Zadanie
Rozwa»my wielomiany zmiennych x, y o wspóªczynnikach rzeczywistych.

Wielomian nazywamy symetrycznym, je»eli funkcja przez niego zde�niowana jest symetryczna.
Uzasadnij, »e wszystkie wielomiany symetryczne s¡ sumami wielomianów postaci

wspóªczynnik · (xy)i(x+ y)j

gdzie i, j � caªkowite nieujemne.

Wskazówka: zastosuj indukcj¦ po stopniu.

Analogiczny fakt (z x+ y + z, xy + yz + zx, xyz) zachodzi równie» dla 3 zmiennych i chyba nawet
jest w naszym zasi¦gu, ale jest bardziej mozolny.


