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To kotko wiele zawdziecza niezrownanym artykutom Michala Kiezy z ,Kaqcika Przestrzennego” Delty.
Oprocz tego zadania pochodzq z OMdow oraz prezentacji Adama Osekowskiego. Prawdopodobnie s¢ w nich
literowki (albo i gorzej). Gdyby ktos cos zobaczyt, prosze o informacje na maila; poprawie.

Punkty wyréznione x

W tym akapicie dany jest czworoscian ABC'D. Skonstruujemy trzy (nie cztery) punkty wyroéznione tego
czworoscianu: Srodek ciezkosci, srodek sfery opisanej i wpisanej. Niekoniecznie trzeba umieé¢ uzasadnic¢
konstrukcje, ale czasami warto je znac.

Wskazowka do wszystkich dowoddw: jak sie dowodzi istnienia na plaszczyzinie?

ZADANIE 1
Uzasadnij, ze czterech odcinkéow taczacych wierzchotki ze srodkami ciezkosci przeciwleglych $cian przeci-
naja sie w jednym punkcie M. Nazywamy go $rodkiem ciezkosci czworoscianu.

ZADANIE 2

Uzasadnij, ze szes$¢ plaszczyzn symetralnych do krawedzi czworo$cianu przecina sie w jednym punkcie
O. Nazywamy go srodkiem sfery opisanej na czworoscianie. Uzasadnij, ze zaiste istnieje (jedyna) sfera
przechodzaca przez punkty ABCD o srodku w O.

ZADANIE 3

Ptlaszczyzna dwusieczna kata dwusciennego (tzn. kata pomiedzy dwoma potptaszezyznami) to zbior punk-
tow rownoodlegltych od tych ptaszczyzn, lezacych wewnatrz kata. Uzasadnij, ze szesé plaszczyzn dwusiecz-
nych katéw pomiedzy $cianami czworoscianu przecina sie w jednym punkcie I. Nazywamy go $rodkiem
sfery wpisanej w czworos$cian. Uzasadnij, ze zaprawde istnieje (jedyna) sfera styczna do $cian czworo-
Scianu ABCD o $rodku w .

Proste prostopadte

Kluczowe sa nastepujace dwie uwagi
1. jezeli dwie nieréwnolegle proste m, mo lezace w danej plaszczyznie sa prostopadle do prostej ¢, to
cala plaszczyzna zawierajaca mq i mo jest prostopadia do ¢.
2. jezeli prosta f jest prostopadla do plaszczyzny m, to jest prostopadia do dowolnej prostej z tej
plaszczyzny.

ZADANIE 4 TWIERDZENIE O TRZECH PROSTOPADLYCH, WAZNE!
Dany jest punkt A i prosta £ lezaca na plaszczyznie 7. Niech H oznacza rzut A na 7. Udowodnij, ze rzuty
punktéw A i H na prosta £ pokrywaja sie.

ZADANIE 5
Dane sg odcinki CD i AB. Uzasadnij, ze CD 1 AB wtedy i tylko wtedy, gdy rzuty C i D na AB
pokrywaja sie.

ZADANIE 6
Wszystkie katy przy wierzchotku A czworoscianu ABCD sa proste. Wykaz, ze rzut H punktu A na
plaszczyzne BC' D jest ortocentrum trojkata BCD.

ZADANIE 7 WAZNE!
Uzasadnij, ze proste | i m leza w jednej ptaszczyznie wtedy i tylko wtedy, gdy sa réwnolegle lub przecinaja

sie.

ZADANIE 8
Dany jest czworoscian ABC' D. Wykaz, ze jezeli wysokosci poprowadzone z punktéow A i B tego czworo-
Scianu przecinaja sie, to proste AB i C'D sg prostopadie.

Zatem ogdlnie w czworoscianie wysokosci nie przecinajq sie w jednym punkcie — niekoniecznie istnieje
ortocentrum.



ZADANIE 9
Krawedz AD czworoscianu ABC'D jest prostopadta do ptaszczyzny ABC'. Uzasadnij, ze rzut ortocentrum
trojkata ABC na ptaszczyzne BCD jest ortocentrum tréjkata BC'D.

Ro6wnosé stycznych i ulubiony lemat MK

Ponizsze twierdzenie jest kluczowe w stereometrii. Warto przeanalizowaé¢ wszystkie dowody, by przy okazji
nauczy¢ sie pozytecznych rzeczy.

Twierdzenie 1 (Najmocniejsze twierdzenie stereometrii, wazne!). Niech o bedzie sferq, a P dowolnym
punktem poza kulg, ktorej brzegiem jest o. Wiedy wszystkie styczne z P do o majg réwne dtugosci.

I dowdd. Niech O oznacza $rodek sfery, r jej promieii, zas X bedzie dowolnym punktem stycznosci. Wtedy
trojkat PXO jest prostokatny i z twierdzenia Pitagorasa PX = v/PO? — X02? = v/PO? — r2. Wartos¢
tego wyrazenia nie zalezy od punktu X. O

IT dowdd. Niech O bedzie $rodkiem sfery o. Rozwazmy dowolne dwa punkty stycznosci X i Y oraz ptasz-
czyzne 7 zawierajacg P, X i Y. Niech u = oN7 bedzie okregiem wycinanym przez 7, zas U jego srodkiem.
Punkt O jest rownoodlegly od punktow u, wiec jego rzut rowniez (tw. Pitagorasa), zatem U jest rzutem
O na 7. Skoro XO L. PXi0OU L 72 PX,toUX L PX. Podobnie UY L PY. Skoro tak, to PX i PY
s styczne do okregu o, wiec PX = PY. O

IIT dowdd. Niech O oznacza srodek sfery o i niech 02 bedzie sfera o srodku w srodku odcinka OP i promie-
niu takim, ze O € 0o. Wtedy P € 0s. Niech X bedzie dowolnym punktem stycznosci, wtedy <PXO = 90°,
wiec X € 0g.

Skoro tak, to zbior punktow stycznosci jest okregiem, ktory jest przecieciem sfer o i 0y (pomysl o tym,
dlaczego przeciecie dwdch sfer jest okregiem dostatecznie dtugo, by wydato sie to oczywiste, przynajmniej
na rysunku”). Niech uw = o N oy oznacza ten okrag. Sfery o i 0y nie zmieniaja sie przy obrocie wokot
OP, wiec rowniez u nie zmienia sie przy tym obrocie. A to znaczy, ze Srodek u lezy na OP i u lezy
w plaszczyznie prostopadtej do OP.

Styczne z punktu P do o to odcinki laczace P z punktami u, czyli tworzace pewnego stozka, ktore
maja rowne dlugosci (to prosty wniosek z Pitagorasa). O

Prawdziwa sila tego twierdzenia wynika z faktu, ze, w przeciwienistwie do plaszczyzny, stycznych jest
nieskonczenie wiele.

ZADANIE 10
Sfera wpisana w czworoscian ABC D jest styczna do $ciany ABC w P za$ do $ciany ABD w . Uzasadnij,
ze <APB = <AQB. Dowiedz takze, ze <APC = <BQ@D.

Narysuj wszystkie punkty stycznosci sfery i sprawdz, ktére kqty przy tych punktach sqg réwne!

ZADANIE 11 %
Zdefiniuj sfere dopisang do $ciany ABC czworos$cianu ABC D i dowiedz, ze sfera ta istnieje.

ZADANIE 12

Niech s bedzie sfera wpisana w czworoscian ABCD, za$ s’ bedzie sfera dopisana do $ciany ABC' tego
czworoscianu. Niech P, Q beda punktami stycznosci sfer s, s’ do plaszczyzny ABD. Uzasadnij, ze punkty
P, Q, D sa wspoélliniowe.

ZADANIE 13
Czy rzut srodka sfery opisanej na czworoscianie ABC'D na $ciane ABC' jest $rodkiem okregu opisanego
na ABC? Czy rzut srodka sfery wpisanej w ABCD jest srodkiem okregu wpisanego?

Miscellanea 1 zadania z OMoéw

ZADANIE 14

Okregi wpisane w $ciany ABC' i ABD czworoscianu ABCD sg styczne do krawedzi AB w tym samym
punkcie. Wykaz, ze punkty stycznosci tych okregow z krawedziami AC, BC oraz AD, BD leza na jednej
sferze.

ZADANIE 15 %
W czworoscianie ABC D krawedz AB jest prostopadta do krawedzi CD i <ACB = <ADB. Udowodnij,
ze plaszczyzna wyznaczona przez krawedz AB i srodek krawedzi C'D jest prostopadta do krawedzi CD.



ZADANIE 16 59 OM
Dany jest ostrostup czworokatny ABC DS o podstawie ABCD, bedacej czworokatem wypuklym. Sfera
wpisana w ten ostrostup jest styczna do ABCD w P. Uzasadnij, ze <APB + <CPD = 180°.

ZADANIE 17 61 OM

Punkty A’, B’, C’ s odpowiednio rzutami prostokatnymi wierzchotkow A, B, C' czworos$cianu ABC D
na przeciwlegle sciany. Dowies¢, ze jezeli punkt A’ jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie BOD,
punkt B’ jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat ACD, za$ punkt C’ jest srodkiem ciezkosci trojkata
ABD, to czworoscian ABCD jest foremny.

ZADANIE 18
Niech I bedzie srodkiem sfery wpisanej w czworoscian ABCD. Punkt I’ lezy na odcinku DI. Uzasadnij,
ze odleglosci I’ od écian ABD, BCD, CAD sg réwne.

ZADANIE 19 61 OM

Dany jest czworoscian ABC D, ktorego $ciany sg trojkagtami ostrokatnymi. Na prostej £ lezy srodek sfery
wpisanej oraz $rodek sfery opisanej na tym czworoscianie. Udowodnij, ze jesli prosta £ przecina odcinek
AB, to <ACB = <ADB.

ZADANIE 20
Niech M bedzie $rodkiem ciezkosci §ciany ABC' czworoscianu ABCD. Uzasadnij, ze objetosci czworo-
scianow ABM D, BCMD i CAMD sa réwne.

ZADANIE 21 63 OM
Udowodnij, ze w czworo$cianie ABC'D wierzchotek D, §rodek sfery wpisanej oraz $rodek ciezkosci czwo-
roscianu lezg na jednej prostej wtedy i tylko wtedy, gdy pola trojkatow ABD, BC'D i CAD sa rowne.

ZADANIE 22 62 OM
W czworoscianie rozwazamy dwusieczne trzech katow ptaskich majacych wspoélny wierzchotek. Wykaz, ze
jesli dwie z tych dwusiecznych sa prostopadle, to wszystkie one sa wzajemnie prostopadte.

Wskazowki do zadan

WSKAZOWKA 1
Jezeli wierzchotki maja wspolrzedne (w jakimkolwiek uktadzie) (xa,y4,24), (zB,YyB,28), (Tc, Yo, 20),
(zp,yp,2D), to srodek ciezkosci ma wspolrzedne

(in7zyi’22i)_

4 4 4

WSKAZOWKA 2

Ptlaszczyzna symetralna odcinka AB to plaszczyzna przechodzaca przez srodek AB i prostopadia do AB.
Z drugiej strony plaszczyzna ta to zbidr punktdow réwnoodlegtych od A i B. Te wazng wlasnosé warto
sprawdzi¢ lub choé¢ zapamietaé. Majac ja, przecinamy trzy symetralne i uzasadniamy, ze pozostate trzy
przechodza przez punkt przeciecia. Dlaczego trzy symetralne maja punkt przeciecia (nie ma problemow
z rownolegloscia)? Gdyby nie, to czworoscian ztozyltby sie do ptaskiego.

WSKAZOWKA 3
Na poczatek trzeba skonstruowaé¢ dwusieczna. Latwiej to zrobi¢ niz zapisaé ... Niech 7 i 7’ bedg dwoma
poélplaszczyznami przecinajacymi sie na prostej m. Niech o bedzie plaszczyzna prostopadta do m, zatézmy,
ze przecina ona m w polprostej [ i ©’ w polprostej I. Plaszczyzna dwusieczna kata dwusciennego pomiedzy
717’ to plaszczyzna zawierajaca m i dwusieczng kata pomiedzy potprostymi [ i I’. Konstrukcja nie zalezy
od wyboru o.

Teraz, podobnie jak w poprzednim zadaniu, trzeba sprawdzi¢, ze ptaszczyzna dwusieczna kata to zbior
tych punktéow wewnatrz kata, ktére sa rownoodlegte od obu $cian kata.

WSKAZOWKA 4
To wazne zadanie dobrze pokazuje metode manipulacji prostopadtoscig. Jak zwykle warto wyobrazié sobie
rysunek.

Niech H' oznacza rzut A na £. Wtedy AH' 1 £ z definicji. Z drugiej strony AH 1 ¢, gdyz AH 1 «
a £ lezy w . Wobec tego proste AH' i AH w plaszczyznie AHH' sg prostopadle do ¢, wiec cata AHH'
jest prostopadla, a stad HH' 1 ¢. To dowodzi, ze H' jest rzutem H na £.



WSKAZOWKA 5
Jezeli rzuty C'1 D pokrywaja sie, to, oznaczajac rzut przez K, mamy CK | ABi DK 1 AB, wiec cala
plaszczyzna C DK jest prostopadta do AB, stad CD 1 AB.

Z drugiej strony zalézmy, ze CD 1 AB iniech K bedzie rzutem C na AB. Wtedy rowniez CDK jest
prostopadta do AB, wiec K jest rzutem D na AB.

WSKAZOWKA 6
Wystarczy pokazaé, ze BH jest prostopadle do C'D (i analogicznie dla CH i DH). Ale AH 1 BCD,
wiec AH L CD oraz AB L ACD, wiec AB L CD. Stad tez ABH L CD, wiec BH L CD.

WSKAZOWKA 7

Jezeli I i m leza w jednej plaszczyznie, to teza zachodzi trywialnie. Z drugiej strony, jezeli [ i m przecinaja
sie, to leza w plaszczyznie zawierajacej [ i dowolny punkt z m inny niz punkt przeciecia. Jezeli [ i m sa
réwnolegle, to leza w plaszczyznie zawierajacej | i dowolny punkt m.

WSKAZOWKA 8
Na mocy poprzedniego zadania wysokosci AH, i BH> leza w pewnej plaszczyznie 7. Mamy AH; | BCD
oraz BHy 1 ACD, wiecm L CD. Ale AB C 7, wiec AB L CD.

WSKAZOWKA 9
Niech J oznacza ortocentrum ABC, za§ H oznacza jego rzut na BC' D. Wystarczy pokazaé, ze BH 1 CD,
wtedy analogicznie CH | BD i mamy teze. Mamy BH 1. AC i BH C ABC 1 AD, wiec BH 1. CD.

WSKAZOWKA 10

7 najmocniejszego twierdzenia stereometrii AP = AQ i BP = BQ, wiec AABP = NABQ, w szcze-
gblnosci <APB = <AQ@B. Druga rownos¢ wynika z pierwszej: najlepiej narysowaé siatke czworoscianu,
zaznaczy¢ wszystkie 12 katow (6 par katow réwnych) przy 4 punktach stycznosci sfery wpisanej i spraw-
dzi¢, ze <APC = <BQD bezposrednimi obliczeniami. Ostatecznie wérdéd 12 zaznaczonych katow sg trzy
czworki katow réwnych miar.

WSKAZOWKA 11
Sfera dopisana to sfera styczna do trojkata ABC' i plaszczyzn zawierajacych pozostate §ciany czworoscianu
ABCD taka, ze jej srodek lezy poza ABCD.

By ja skonstruowaé, trzeba przypomnieé, jak byt konstruowany okrag dopisany: jako przeciecie dwu-
siecznej kata i dwusiecznej kata zewnetrznego. Srodek sfery dopisanej lezy na przecieciu dwoch dwusiecz-
nych katéw dwusdciennych i jednego dwusiecznej kata zewnetrznego dwusciennego (co to jest?).

WSKAZOWKA 12

Punkty stycznosci to rzuty srodkow odpowiednich sfer. Srodki te oraz punkt D leza na pewnej prostej 4.
Prosta ¢ jest przecieciem dwusiecznych trzech katow dwusciennych: pomiedzy ABD i BCD, pomiedzy
BCD i CAD oraz pomiedzy CAD i ABD.

WSKAZOWKA 13

Rzut $rodka sfery opisanej jest srodkiem okregu opisanego na mocy twierdzenia Pitagorasa. Dla sfery
wpisanej nie jest to prawda: nieformalnym przyktadem jest np. czworoscian o pieciu krawedziach rownej
dtugosci a, za$ piatej krawedzi bardzo krétkiej w poréwnaniu z a.

WSKAZOWKA 14

Niech 7 oznacza prostopadla do AB w punkcie stycznosci okregéow. Niech proste l; i lo oznaczajg prosto-
padte do ptaszczyzn ABC' i ABD przechodzace przez srodki okregdéw wpisanych. Wtedy 1 i lo leza w 7,
wiec przecinaja sie (dlaczego nie sg rownolegle?), punkt przeciecia jest srodkiem sfery.

WSKAZOWKA 15
Niech M bedzie srodkiem C'D i niech K oznacza rzut C' na AB; skoro CD 1 AB to K jest takze rzutem
D na AB. Wystarczy wykazaé, ze KM 1 CD, innymi stowy, ze CK D jest rownoramienny.

W tym celu pokazemy, ze AABD = ANABC. Z rownosci katow <ACB = <ADB wynika, na mocy
twierdzenia sinuséw, ze promienie okregéw opisanych na AABC i AABD sg rowne. Ponadto odlegtosci
wysokosci z punktu D i C od B sa rowne (bo oba spodki wysokosci leza w K). Teraz mozna uzasadnié
przystawanie na kilka sposobéw, wybieramy sposob konstrukcyjny: majac dany odcinek AB, punkt K,
ktory jest spodkiem wysokosci i okrag o opisany na trojkacie ABX punkt X jest przecieciem prostej
¢ prostopadlej do AB przechodzacej przez K i o, wiec jest wyznaczony jednoznacznie (o ile wiemy, po
ktorej stronie AB lezy). W szczegblnosci przeprowadzajac te konstrukcje dla X = C, D stwierdzamy, ze
ANABD = AABC. Zatem CK = DK.



WSKAZOWKA 16
Narysuj siatke, zaznacz wszystkie punkty stycznosci i wszystkie katy réwne przy nich i przelicz.

WSKAZOWKA 17

7Z twierdzenia Pitagorasa AB = AC = AD. Wtedy B’ lezy na symetralnej CD. Niech H bedzie rzutem
B na CD, wtedy H pokrywa sie z rzutem B’ (z twierdzenia o trzech prostopadlych), wiec BC = BD.
Podobnie C’ lezy na symetralnej BD, wiec BC' = CD. Lacznie czworoscian ABCD spelia AB = AC =
AD = a oraz BC = CD = DA = b. W szczeg6lnosci nie zmienia sie¢ on przy obrocie o +60° wzgledem
AA’. Przy obrocie tym B’ przechodzi na C’, za$ sciana ACD przechodzi na ABD. To znaczy, ze C’
jest obrazem srodka okregu wpisanego, wiec jest srodkiem okregu wpisanego. Ostatecznie w trojkacie
ABD érodek okregu wpisanego i $rodek ciezkosci pokrywaja sie. Pozostaje sprawdzi¢, ze jest to trojkat
réwnoboczny. To zadanie z planimetrii.

WSKAZOWKA 18
Teza wynika z twierdzenia Talesa zastosowanego do rzutow I i I’ na Sciane czworoscianu.

WSKAZOWKA 19

Niech O oznacza $rodek sfery opisanej na czworoscianie, zas I oznacza Srodek sfery wpisanej. Punkt I
jest rownoodlegty od ptaszczyzn ABC i ABD, wiec z tw. Talesa punkt O rowniez jest rownoodleglty od
ABC' i ABD. 7 twierdzenia Pitagorasa wynika, ze okregi opisane na trojkatach ABC i ABD maja rowne
promienie. Teraz teza wynika z twierdzenia sinusow (tu stosujemy zalozenie, ze trojkaty sa ostrokatne).

WSKAZOWKA 20
Wystarczy pokazaé, ze trojkaty ABM, BCM i CAM maja réwne pola. To wynika z faktu, ze M dzieli
srodkowe w stosunku 2 : 1.

WSKAZOWKA 21

Zaltozmy, ze Srodek ciezkosci M lezy na prostej taczacej D ze srodkiem sfery wpisanej. Korzystajac z dwoch
zadan stwierdzamy, ze odleglosci M od ABD, BCD i CAD sg rowne. Niech 7 bedzie ptaszczyzng row-
nolegta do ABC' przechodzaca przez M i niech A’, B/, C' beds punktami jej przeciecia z krawedziami
DA, DB i DC odpowiednio. Wtedy M jest srodkiem ciezkosci A’B’C’, wiec objetosci czworo$cianow
A'B'DM, B'C'DM i C' A’ DM sa rowne. Korzystajac ze wzoru na objetosé czworoscianu, otrzymujemy,
ze pola A’B'D, B'C'D i C'A’D sg rowne. Pola te sg proporcjonalne do pol ABD, BCD i CAD. Rozu-
mowanie to mozna odwrécié.

WSKAZOWKA 22

Niech S oznacza wspolny wierzchotek z zadania, zas punkty A, B i C leza na krawedziach katow ptaskich
w odleglosci s od S. Wtedy dwusieczne ASB, BSC i CSA sa réwniez wysokosciami i $rodkowymi
w (rownoramiennych) trojkatach ADB, BSC i CSA. Oznaczmy przez D, E, F spodki wysokosci z S
w BCS, CAS i ABS odpowiednio. Niech a = BC, b= AC, c = AB. Zalézmy, ze SD i SFE sa prostopadle,
tzn. ze SD? + SE? = DE? Mamy SD? = s? — (a/2)?, SE? = s? — (b/2)? oraz DE? = (c/2)?, wiec
powyzsza réownosé przepisuje sie na 8s2 = a? + b? + ¢2. Latwo sprawdzi¢, ze prostopadlosé dowolnych
dwoch dwusiecznych jest réwniez rownowazna temu warunkowi.



