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De�nicja 1.1. Niech liczby a1, . . . , an b¦d¡ dodatnie.
De�niujemy ±rednie:

1. Harmoniczn¡: Hn(a1, . . . , an) :=
n

1
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+ 1
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+...+ 1
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. np. H3(a, b, c) =
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.

2. Geometryczn¡: Gn(a1, . . . , an) := n
√
a1 · a2 · . . . · an, np. G6(q, w, e, r, t, y) = 6

√
qwerty.

3. Arytmetyczn¡: An(a1, . . . , an) :=
a1+a2+...+an

n , np. A2(x, y) =
x+y
2 .

4. Kwadratow¡: Kn(a1, . . . , an) :=

√
a2
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n , np. K4(1, 2, 3, 4) =
√

1+4+9+16
4 .

Celem tego kóªka jest udowodnienie nast¦puj¡cego twierdzenia (w wersji bez gwiazdki, dla n 6 4):

Twierdzenie 1.2 (Nierówno±¢ pomi¦dzy ±rednimi). Je»eli liczby a1, . . . , an s¡ dodatnie, to

Hn(a1, . . . , an) 6 Gn(a1, . . . , an) 6 An(a1, . . . , an) 6 Kn(a1, . . . , an).

Zadanie 1

Na pocz¡tku udowodnisz nierówno±¢ Gn 6 An.

1. Udowodnij, »e G2(a1, a2) 6 A2(a1, a2).

2. Udowodnij nierówno±¢ G4(a1, a2, a3, a4) 6 A4(a1, a2, a3, a4).
Zauwa», »e G4(a1, a2, a3, a4) = G2(G2(a1, a2), G2(a3, a4)). Zastosuj G2 6 A2.

3. Udowodnij nierówno±¢ G3(a1, a2, a3) 6 A3(a1, a2, a3).
Przeksztaª¢ nierówno±¢ G4(a1, a2, a3, A3(a1, a2, a3)) 6 A4(a1, a2, a3, A3(a1, a2, a3)).

4. ?. Uogólnij poprzednie podpunkty aby udowodni¢, »e je±li Gn 6 An to G2n 6 A2n oraz Gn−1 6
An−1. Wywnioskuj, »e Gn 6 An jest prawdziwe dla wszystkich n > 1 stosuj¡c np. dziwny rodzaj
indukcji.

Zadanie 2

Udowodnij, »e

1. Hn(a
−1
1 , a−1

2 , . . . , a−1
n ) = An(a1, . . . , an)

−1

2. Gn(a
−1
1 , a−1

2 , . . . , a−1
n ) = Gn(a1, . . . , an)

−1.

3. Hn 6 Gn. Zastosuj Gn 6 An dla odwrotno±ci.

Zadanie 3

Udowodnij An 6 Kn, podnosz¡c obie strony do kwadratu. Je»eli masz problemy, spróbuj najpierw dla
n = 2, potem ewentualnie n = 3.


