
Czy wiesz, co to ±rednie?

Teoria

1. Je»eli liczby a1, · · · , an s¡ dodatnie, to

n
1
a1

+ 1
a2

+ · · ·+ 1
an

≤ n
√

a1a2 · · · an ≤
a1 + a2 + · · ·+ an

n
≤

√
a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n

n

Pierwsze wyra»enie nazywamy ±redni¡ harmoniczn¡, drugie geometryczn¡, trzecie arytmetyczn¡, a
ostatnie kwadratow¡.

2. Dla dwóch liczb wygl¡da to nieco niewinniej: Je±li a, b > 0, to

2
1
a + 1

b

≤
√

ab ≤ a + b

2
≤

√
a2 + b2

2

3. Do rz¡dzenia sªu»y tzw. ±rednia wa»ona:
Je»eli liczby a1, · · · , an, w1, · · · , wn s¡ dodatnie, i w1 + · · ·+ wn = 1, to:

1
w1
a1

+ · · ·+ wn

an

≤ aw1
1 aw2

2 · · · awn
n ≤ w1a1 + w2a2 + · · ·+ wnan

4. Umowa Je»eli mamy liczby a1, · · · , an w zadaniu (a nie mamy an+1) to umawiamy si¦, »e an+1 =
a1, an+2 = a2 itd.

Zadania

1. Poka», »e dla niezerowych liczb jednego znaku a1, a2, · · · , an, zachodzi
a1
a2

+ a2
a3

+ · · · + an

a1
≥ n.

Rozwi¡zanie:
Skoro an s¡ jednego znaku, to ai

ai+1
> 0 dla wszystkich i. St¡d i z nierówno±ci mi¦dzy ±redni¡

arytmetyczn¡ i geometryczn¡:

a1
a2

+ a2
a3

+ · · ·+ an

a1

n
≥ n

√
a1

a2
· a2

a3
· · · · · an

a1
= n
√

1 = 1

St¡d ju» wynika teza.

2. Poka», bez gªupich oblicze«, »e je»eli a, b, c > 0, to (a + b)(b + c)(c + a) ≥ 8abc.
Rozwi¡zanie:
Mamy, z nierówno±ci mi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ i geometryczn¡

a + b

2
≥
√

ab

b + c

2
≥
√

bc

c + a

2
≥
√

ca

Mno»¡c te 3 nierówno±ci stronami i mno»¡c otrzyman¡ nierówno±¢ przez 8 dostajemy tez¦.
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3. Analogicznie jak powy»ej, udowodnij, »e (a + b)4 ≥ 8ab(a2 + b2).
Rozwi¡zanie:
Mamy (a + b)4 = (a2 + 2ab + b2)2. Ponadto

(a2 + b2) + 2ab

2
≥

√
2ab(a2 + b2)

St¡d

(a + b)4 = 4 · (a2 + 2ab + b2

2
)2 ≥ 4 · 2ab(a2 + b2) = 8ab(a2 + b2)

4. Udowodnij, »e dla dowolnych a, b, c dodatnich zachodzi

2
a + b

+
2

b + c
+

2
c + a

≥ 9
a + b + c

Rozwi¡zanie:
Z nierówno±ci mi¦dzy ±rednia harmoniczn¡ i arytmetyczn¡ dla liczb a+b

2 , b+c
2 , c+a

2 jest

a + b + c

3
=

a+b
2 + b+c

2 + c+a
2

3
≥ 3

2
a+b + 2

b+c + 2
c+a

Po przeksztaªceniu (wymno»eniu stronami przez mianowniki i podzieleniu przez a + b + c) otrzy-
mujemy tez¦.

5. Udowodnij, »e dla a, b ∈ R jest
4b2 + a2 ≥ 4ab

Rozwi¡zanie:
Z nierówno±ci mi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ a geometryczn¡ dla liczb a2, 4b2 otrzymujemy

a2 + 4b2

2
≥
√

4a2b2 = 2ab

6. Udowodnij, »e dla a, b, c, d ∈ R jest

abcd− 1
16
≤ a2

2
+

b4

4
+

c8

8
+

d16

16

Rozwi¡zanie:
Po przeksztaªceniu (nie ma niejsca dla minusów w nierówno±ciach) teza przymuje posta¢ abcd ≤
a2

2 + b4

4 + c8

8 + d16

16 + 1
16 .

Wynika ona z nierówno±ci mi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ i geometryczn¡ wa»on¡ dla liczb a2, b4, c8, d16, 1
i wag 1

2 , 1
4 , 1

8 , 1
16 , 1

16 otrzymujemy:

a2

2
+

b4

4
+

c8

8
+

d16

16
+

1
16
≥ a2 1

2 b4 1
4 c8 1

8 d16 1
16 1

1
16 = abcd

Zauwa»my, »e to samo otrzymamy bior¡c ±redni¡ arytmetyczn¡ i geometryczn¡ z 16 liczb
a2

16
,
a2

16
, · · · , a2

16︸ ︷︷ ︸
8

, b4

16 , b4

16 , b4

16 , b4

16 , c8

16 , c8

16 , d16

16 , 1
16 . �rednie wa»one, o ile wagi s¡ wymierne, to po prostu

wygodniej zapisane ±rednie zwykªe.

7. Rozstrzygnij, jaka jest najwi¦ksza staªa C, taka, »e dla wszystkich dodatnich x, y, z jest

x + 2y + 3z ≥ Cx
1
6 y

1
3 z

1
2

Rozwi¡zanie:
Dla x = y = z = 1 mamy nierówno±¢ 6 ≥ C, st¡d musi by¢ C ≤ 6.
Udowodnimy, »e C = 6. Faktycznie, ze ±redniej arytmetycznej i geometrycznej dla x, y, y, z, z, z
mamy

x + y + y + z + z + z

6
≥ 6

√
xy2z3 = x

1
6 y

1
3 z

1
2

St¡d po przeksztaªceniu otrzymujemy x + 2y + 3z ≥ 6x
1
6 y

1
3 z

1
2 , dowodzi, »e C ≥ 6, a wi¦c C = 6.

2



8. Pokaza¢, »e dla dowolnych a, b, c, d ∈ R+ zachodzi

a + b + c + d ≥ 15
2

34
15

15
√

ab2c4d8

Rozwi¡zanie:
Teza wynika wprost z nierówno±ci mi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ a geometryczn¡ dla liczb

a, b
2 , b

2 , c
4 , c

4 , c
4 , c

4 ,
d

8
, · · · , d

8︸ ︷︷ ︸
8

:

a + b + c + d

15
=

a + b
2 + c

4 + c
4 + c

4 + c
4 +

d

8
, · · · , d

8︸ ︷︷ ︸
8

15
≥ 15

√
a(

b

2
)2(

c

4
)4(

d

8
)8

Inaczej mówi¡c stosujemy tutaj ±redni¡ wa»on¡ mi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ a geometryczn¡ dla
liczb a, b

2 , c
4 , d

8 i wag 1
15 , 2

15 , 4
15 , 8

15 .

9. Pokaza¢, »e je±li a, b, c > 0, to a2 + b2 + c2 + 2a + 2b + 2c ≥ 3((ab)
2
3 + (bc)

2
3 + (ca)

2
3 ) Rozwi¡zanie:

Z nierówno±ci mi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ a geometryczn¡ otrzymujemy

a2 + b + b

3
≥ 3
√

a2 · b · b = (ab)
2
3

b2 + c + c

3
≥ 3
√

b2 · c · c = (bc)
2
3

c2 + a + a

3
≥ 3
√

c2 · a · a = (ca)
2
3

Po ich zsumowaniu dostajemy tez¦.

10. Pokaza¢, »e je»eli x, y, z > 0, to

x + y + z

3
≥

√
xy + yz + zx

3

Rozwi¡zanie:
Po podniesieniu obu stron nierówno±ci do kwadratu otrzymujemy (x + y + z)2 ≥ 3(xy + yz + zx).
To wynika z nierówno±ci x2 + y2 + z2 ≥ xy + yz + zx, któr¡ udowadniamy przy pomocy ±rednich.

11. (Czy pami¦tasz co si¦ robi w trójk¡tach?) Wyka», »e je»eli a, b, c - boki pewnego trójk¡ta, to

a

b + c− a
+

b

a + c− b
+

c

a + b− c
≥ 3

Rozwi¡zanie:
We¹my x = b+c−a

2 , y = a+c−b
2 ,z = a+b−c

2 . Z tego, »e a, b, c - boki trójk¡ta wynika, »e x, y, z > 0.
Teza jest równowa»na, po podstawieniu

y + z

x
+

x + z

y
+

x + y

z
≥ 6

Mo»na j¡ otrzyma¢ sumuj¡c 3 nierówno±ci (prawdziwe na mocy ±r. aryt. i geom.)

y

x
+

x

y
≥ 2

z

x
+

x

z
≥ 2

y

z
+

z

y
≥ 2
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12. Liczby dodatnie a, b, c, s¡ takie, »e a + b + c = 1. Wykaza¢, »e

a2 + b2 + c2 +
√

12abc ≤ 1

Rozwi¡zanie:
Musimy sprowadzi¢ wszystkie cz¦±ci wyra»enia do wspólnego stopnia (inaczej mówi¡c otrzyma¢ wy-
ra»enie jednorodne). a2+b2+c2 ma stopie« 2,

√
12abc ma stopie« 3

2 , a 1 ma stopie« 0. Podstawiamy
wi¦c i otrzymujemy:

a2 + b2 + c2 +
√

12abc(a + b + c) ≤ (a + b + c)2

Po rozbiciu (a + b + c)2 i redukcji to wyra»enie przyjmuje posta¢
√

3abc(a + b + c) ≤ ab + bc + ca.
Po podstawieniu x = ab, y = bc, z = ca i podniesieniu do kwadratu otrzymujemy nierówno±¢
3(xy + yz + zx) ≤ (x + y + z)2, któr¡ udowadniamy bezpo±rednio.

13. Udowodni¢, »e je±li a, b, c > 0 i a + b + c = 1, to

(1 + a)(1 + b)(1 + c) ≥ 8(1− a)(1− b)(1− c)

Rozwi¡zanie:
Podstawiamy wsz¦dzie 1 = a + b + c i otrzymujemy

(b + c + 2a)(a + c + 2b)(a + b + 2c) ≥ 8(a + b)(b + c)(c + a)

Je»eli podstawimy teraz x = a + b, y = a + c, z = b + c to otrzymujemy nierówno±¢ (x + y)(y +
z)(z + x) ≥ 8xyz, która byªa ju» wcze±niej udowodniona.

14. (LVII OM - 2 etap) Liczby dodatnie a, b, c speªniaj¡ warunek ab + bc + ca = abc. Dowie±¢, »e:

a4 + b4

ab(a3 + b3)
+

b4 + c4

bc(b3 + c3)
+

c4 + a4

ca(a3 + c3)
≥ 1

Rozwi¡zanie:
Po lewej stronie mamy stopie« −1, po prawej 0. Mno»ymy lew¡ stron¦ przez abc, a praw¡ przez
ab + bc + ca, »eby otrzyma¢ równe stopnie:

c(a4 + b4)
a3 + b3

+
a(b4 + c4)
b3 + c3

+
b(c4 + a4)
a3 + c3

≥ ab + bc + ca

Zauwa»my, »e
a4 + b4

a3 + b3
≥ a + b

2
(po wymno»eniu przez mianowniki i zredukowaniu wychodzi (a3 − b3)(a− b) ≥ 0, czyli (a2 + ab +
b2)(a− b)2 ≥ 0). Stosuj¡c t¦ nierówno±¢ do 3 czªonów otrzymujemy

c(a4 + b4)
a3 + b3

+
a(b4 + c4)
b3 + c3

+
b(c4 + a4)
a3 + c3

≥ c
a + b

2
+ a

b + c

2
+ b

a + c

2
= ab + bc + ca

15. Niech a1, · · · , an b¦d¡ liczbami dodatnimi speªniaj¡cymi warunek a1a2 · · · ak ≥ 1 dla ka»dego 1 ≤
k ≤ n. Udowodni¢, »e:

1
1 + a1

+
2

(1 + a1)(1 + a2)
+ · · ·+ n

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an)
< 2

Rozwi¡zanie:
Mamy

k

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + ak)
≤ k

(2
√

a1) · · · (2
√

ak)
=

k

2k

1
√

a1 · · · ak
≤ k

2k

Stosuj¡c to oszacowanie uzyskujemy

1
1 + a1

+
2

(1 + a1)(1 + a2)
+ · · ·+ n

(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + an)
≤ 1

2
+

2
4

+
3
8

+ · · · n

2n

Mamy, dla wszystkich k naturalnych, 1
2 + 1

4 + · · ·+ 1
2k = 1− 1

2k < 1, st¡d

1
2

+
2
4

+
3
8

+ · · · n

2n
= (

1
2

+
1
4
· · · 1

2n
)+(

1
4
· · · 1

2n
)+(

1
8
· · · 1

2n
)+ · · · 1

2n
< 1+

1
2

+ · · ·+ 1
2n

< 1+1 = 2
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16. (*) Niech a1, · · · , an - liczby dodatnie, za± S - ich suma. Udowodni¢, »e prawdziwa jest nierówno±¢

n∑
i=1

S − ai

ai
≥ (n− 1)2

n∑
i=1

ai

S − ai

Rozwi¡zanie:
Z nierówno±ci pomi¦dzy ±redni¡ harmoniczn¡ a arytmetyczn¡ dla a1, a2, · · · , ai−1, ai+1, · · · , an

mamy n−1
1

a1
+ 1

a2
+···+ 1

ai−1
+ 1

ai+1
+···+ 1

an

≤ a1+···+ai−1+ai+1+···+an

n−1 = S−ai

n−1 . St¡d po przeksztaªceniach:

(n− 1)2

S − ai
≤ 1

a1
+

1
a2

+ · · ·+ 1
ai−1

+
1

ai+1
+ · · ·+ 1

an

St¡d

ai
(n− 1)2

S − ai
≤ ai

a1
+

ai

a2
+ · · ·+ ai

ai−1
+

ai

ai+1
+ · · ·+ ai

an

Sumuj¡c po i otrzymujemy

n∑
i=1

ai
(n− 1)2

S − ai
≤

n∑
i=1

n∑
j=1,j 6=i

ai

aj
=

n∑
j=1

S − aj

aj
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