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Mikrokosmos w kropli wody
(czyli w jednym rysunku)

kóªko I LO Biaªystok

8 lutego 2012

1.1 Ostatki

Zadanie 1

Seba, Ty wredoto, siedziaªem nad tym trzy godziny!
Niech 4ABC b¦dzie trójk¡tem.

1. Niech M b¦dzie ±rodkiem BC, niech okr¡g wpisany w 4ABC b¦dzie styczny do BC w D, a okr¡g
dopisany do boku BC trójk¡ta 4ABC b¦dzie styczny do BC w D′. Uzasadnij, »e punkty D,D′ s¡
symetryczne wzgl¦dem M .

2. W dalszej cz¦±ci zadania zakªadamy, »e CD = AB. Niech F b¦dzie punktem styczno±ci okr¦gu
wpisanego w 4ABC to AB. Wyka», »e AD′ ‖ DF . Poka» te», »e BF ′ ‖ EF , gdzie F ′ jest punktem
styczno±ci okr¦gu dopisanego do boku AC trójk¡ta ABC z AC.

3. Uzasadnij, »e K ∈ AE′ i L ∈ BF ′, gdzie K,L s¡ symetryczne do odpowiednio D,E wzgl¦dem I.

4. Uzasadnij, »e proste AK i BL przecinaj¡ si¦ w punkcie X symetrycznym do F wzgl¦dem I.

5. Wyka», »e KX ·AX = FX2 = LX ·BX i wywnioskuj, »e punkty A,K,L,B le»¡ na jednym okr¦gu.
A jeszcze dzisiaj my±laªem, »e ten warunek nie ma sensu tutaj. . .

Caªe zadanie mo»na byªo zrobi¢ te» stosuj¡c metod¦ ±rodka masy.

1.2 Troszk¦ wzorków skróconego mno»enia

Zadanie 2

Uzasadnij, »e a − b
∣∣W (a) −W (b), gdzie W jest wielomianem o wspóªczynnikach caªkowitych, a 6= b s¡

liczbami caªkowitymi.

Zadanie 3

Niech a, b ∈ Z. Zaªó»my, »e liczba pierwsza p dzieli a + b, a n jest nieparzyste i niepodzielne przez p.
Uzasadnij, »e pot¦ga p dziel¡ca an + bn jest taka sama jak pot¦ga p dziel¡ca a+ b. Czy byªoby to prawd¡
bez zaªo»enia, »e n jest nieparzyste? A bez zaªo»enia, »e jest niepodzielne przez p?

Zadanie 4

Uzasadnij, »e je±li p > 20 jest pierwsza, to 13
∣∣2p + 11p, ale 132 6

∣∣2p + 11p

Zadanie 5

Liczba 2k + 1 jest pierwsza (k ∈ Z>0). Uzasadnij, »e k = 2l, gdzie l jest caªkowite.

Zadanie 6

Wyznaczy¢ wszystkie liczby caªkowite n, dla których

nn + 1 oraz (2n)2n + 1

s¡ liczbami pierwszymi. �ródªo: LVI OM

Zadanie 7

Niech q b¦dzie liczb¡ parzyst¡ dodatni¡. Dowie±¢, »e dla ka»dej liczby naturalnej n liczba

q(q+1)n + 1

dzieli si¦ przez (q+1)n+1 ale nie dzieli si¦ przez (q+1)n+2. �ródªo: XXXIII OM, via artykuª H. Pawªow-
skiego



Zadanie 8

Uzasadnij, »e je»eli funkcje f, g : Z2011 → Z2011 speªniaj¡ f(g(x)) = g(f(x)) dla ka»dego x oraz f(a−b) =
f(a)− f(b), g(a− b) = g(a)− g(b) dla ka»dych a, b ∈ Z2011, to

f (n)(x)− g(n)(x) = h(f(x)− g(x))

dla ka»dego x ∈ Z, n ∈ Z>0, gdzie h : Z→ Z jest pewn¡ funkcj¡, a f (n) oznacza n-krotne zªo»enie f .

Zadanie 9

Ró»ne wielomiany P,Q o wspóªczynnikach rzeczywistych speªniaj¡ warunek P (Q(x)) = Q(P (x)) dla
ka»dego x.

Wyka», »e dla dowolnej liczby naturalnej n wielomian P (n)(x)−Q(n)(x) jest podzielny przez P (x)−
Q(x).

Uwaga: wielomian F jest podzielny przez G, je»eli istnieje H taki, »e F (x) = G(x) ·H(x) dla ka»dego
x. Oznaczenie P (n) oznacza n-krotne zªo»enie wielomianu P .


