
OMG i wspominki

1. Czy istniej¡ takie liczby caªkowite a i b, »e liczby

a2 + b oraz b2 + a

s¡ kolejnymi liczbami caªkowitymi? Odpowied¹ uzasadnij.

2. Punkt I jest ±rodkiem okr¦gu wpisanego w trójk¡t ABC. Okr¡g styczny do AI w punkcie I i prze-
chodz¡cy przez punkt B przecina bok BC w punkcie P (ró»nym od B). Proste IP i AC przecinaj¡
si¦ w punkcie Q. Wyka», »e punkt I jest ±rodkiem odcinka PQ.

3. Liczby p i q s¡ ró»nymi liczbami pierwszymi. Udowodnij, »e liczba p2 + q2 nie jest podzielna przez
liczb¦ p+ q.

4. Wewn¡trz koªa o promieniu 1 znajduj¡ si¦ punkty A1, A2, A3, . . . , A100. Udowodnij, »e na brzegu
tego koªa istnieje taki punkt P , dla którego

PA1 + PA2 + . . .+ PA100 > 100.

�ródªo: Zadania pochodz¡ z �naªu VI OMG

5. Rozwa»my sze±cian ABCDA′B′C ′D′.

(a) Uzasadnij, »e obrót wokóª osi AC ′, w którym punkt D′ przechodzi na B′, przenosi sze±cian
ABCDA′B′C ′D′ w siebie tzn. ka»dy punkt sze±cianu przechodzi na punkt sze±cianu.

(b) Oblicz, ilukrotne zªo»enie powy»szego obrotu jest identyczno±ci¡?

(c) Podzielmy sze±cian ABCDA′B′C ′D′ na 27 sze±cianików jednostkowych. Wska» sze±cianiki,
które przechodz¡ w siebie przy ww. obrocie.

(d) Niech π b¦dzie pªaszczyzn¡ prostopadª¡ do AC ′ i przechodz¡c¡ przez ±rodek tego odcinka. Uza-
sadnij, »e ww. obrót zachowuje π oraz »e ilo±¢ sze±cianików, które przecina π musi przystawa¢
do 1 mod 3.

(e) * Rozwa» symetri¦ wzgl¦dem ±rodka sze±cianu i rozszerz poprzednie rozumowanie, aby wyka-
za¢, »e ilo±¢ sze±cianików, które przecina π, przystaje do 1 mod 6.

(f) * Wyka», »e cz¦±¢ wspólna π i ABCDA′B′C ′D′ to sze±ciok¡t foremny o wierzchoªkach le»¡cych
na ±rodkach tych kraw¦dzi sze±cianu, których �ko«cem� (wierzchoªkiem) nie jest A lub C ′.

6. Przypomnijmy, »e ϕ(n) oznacza ilo±¢ liczb naturalnych wzgl¦dnie pierwszych z liczb¡ caªkowit¡
dodatni¡ n i nie wi¦kszych od n. Np. ϕ(12) = 4, ϕ(p) = p−1 dla ka»dej liczby pierwszej p, ϕ(1) = 1
itd.

(a) Liczby ze zbioru {1, 2, . . . , n} mo»emy w naturalny sposób uto»sami¢ z resztami z dzielenia
przez n (jak kto± nie zrozumiaª, to nie szkodzi) i oznacza¢ 1 mod n, 2 mod n, . . . , n mod n.

(b) Niech n = ab b¦dzie takim iloczynem, »e NWD(a, b) = 1. Uzasadnij, »e liczba x mod n jest
wzgl¦dnie pierwsza z n wtedy i tylko wtedy, gdy x mod a jest wzgl¦dnie pierwsze z a i x
mod b jest wzgl¦dnie pierwsze z b.

(c) Uzasadnij, »e istnieje dokªadnie ϕ(a)ϕ(b) liczb wzgl¦dnie pierwszych z n i mniejszych od n;
ka»da z tych liczb jest wyznaczona przez reszty mod a i mod b.

Wskazówka: chi«skie o resztach.

(d) St¡d te» ϕ(n) = ϕ(a)ϕ(b) o ile tylkoNWD(a, b) = 1. Podaj przykªad, »e zaªo»enieNWD(a, b) =
1 jest istotne.

(e) Oblicz �na piechot¦� ϕ(pk), gdzie p jest pierwsze i udowodnij wzór
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