Ciag Fibonacciego

Pierscienie

1. Definicja Pierscieniem (z jedynkg) bede nazywaé zbior R, z okreslonymi dziataniami + i - takimi,
ze

(a) R jest grupg przemienng ze wzgledu na +, ktérej element neutralny oznaczam 0.
(b) Dla wszystkich a,b € R mamy a-b € R.
(¢) Dziatanie - jest tgczne, tj. a- (b-c) = (a-b) - ¢ dla wszystkich a,b,c € R.

(d) Istnieje element neutralny mnozenia e € R:
ea =ae=a

dla wszystkich a € R. Element ten jest jedyny (dowdd jak w grupach, patrz poprzednie kétko),
oznaczamy go 1 i nazywamy jedynkq.

(e) Dziatanie - jest rozdzielne wzgledem +:
(a+b)c=ac+ b
cla+b)=ca+ch
dla wszystkich a,b,c € R.

Dla kazdego a € R zachodzi
a-0=a-(04+0)=a-04+a-0

odejmujemy a - 0 stronami i otrzymujemy 0 = a - 0.
Dla kazdych a,b € R zachodzi
—ab = (—a)b = a(-b)

Dowod: ab —ab =0 = a0 = a(b+ (—b)) = ab + a(—b), stad —ab = a(—b). Analogicznie ab — ab =
0= (a+ (—a))b=ab+ (—a)b, wiec —ab = (—a)b.

2. Tak naprawde warunki na bycie pierscieniem sa bardzo stabe i wiekszo$¢ zbioréw z dzialaniami,
jakie znane sa w liceum jest pierscieniami: liczby rzeczywiste, wymierne, catkowite, wielomiany o
wspotczynnikach np. rzeczywistych itd.

3. Definicja Niech R bedzie pierscieniem. Jezeli dla elementu a € R istnieje b € R takie, Ze
a-b=b-a=1
to powiemy, ze element a jest odwracalny. Odwrotnosé elementu a oznaczamy wtedy a='.
Uwaga: Jezeli pierscien nie jest przemienny, to odwrotno$ci nie piszemy jako %, zeby nie popetnié
bledu: b% = 3 = %b. Btad polega na tym, zZe srodkowy obiekt b/a nie jest zdefiniowany.
4. Definicja Niech R bedzie pierscieniem. Powiemy, Ze R jest przemienny, jezeli
a-b=b-a

dla wszystkich a,b € R.



5. Lemat (Suma ciagu geometrycznego) Niech a € R. Zatdzmy, Ze element 1 — a pierscienia R
jest odwracalny. Zachodzi wtedy

l+a+--+a" =@ —1)(a—1)"
DowoODp. Mamy
l+a+---+a" Ha—-1)=a" -1
domnazamy z prawej strony przez (a — 1)1

l+a+--+a"'=04+a+--+a" Ha-Da-1)"=(@" —-1)(a—1)""

Teoria macierzy

1. Definicja Macierzg o wymiarach 2 x 2 o elementach ze pierscienia R nazywamy uktad 2 -2 =4
liczb a,b,c,d € R zapisany w postaci
a b
¢ a)

Zbior wszystkich macierzy oznaczamy Ma(R).
Na poczatku, jezeli wyglada to zbyt okropnie wez R = R, czyli macierze o wyrazach rzeczywistych.

2. Macierze z danego zbioru mozemy dodawac:
[ ail a2 } + [ b1 bi2 ] _ [ a1 +bi1 a2+ b2 ]

az1 a2 ba1  ba2 az1 +bo1  aze + b
i mnozy¢, nieco bardziej skomplikowanie (polecam http://pl.wikipedia.org/wiki/Mnozenie macierzy):

ayr aiz || bun bz | _ | anbn +aizbar a1ibiz + aizbao
a1 a9 bor  bao a21b11 + agabar  ao1b12 + agabao

dodatkowo mozemy na macierzach zdefiniowa¢ mnozenie przez stata r € R.
SRR I 0 a1 a2 | | rair raie
as  age 0 r as a2 ras Tage
3. Twierdzenie Dla dowolnego pierscienia R macierze Ma(R) tworzq pierscien z dziataniami + i -.
Elementem neutralnym tego pierscienia jest macierz

48]

Jezeli ponadto pierscieni R jest przemienny, to zachodzi

o e a=ali )

dla wszystkich macierzy A € May(R).

DowoOD. Aby udowodnié¢, Ze macierze sa pierScieniem wystarczy przeliczy¢ wszystkie wlasno$ci
pierscienia. Podobnie mozna policzy¢, ze I jest jedynka.

Przelicze tylko ostatnie stwierdzenie. Niech A = [ ZH 312 } € My (R) oraz r € R wtedy
21 Q22

r 0 a11 Qa2 _ ray; rai2 _ aplr  apgr o ay; a2 r 0
0 r a1 Q22 ragr ragg a217T  a22T a21 Q22 0 r

4. Aby uprosci¢ robote nieinteresujace mnie elementy macierzy bede oznaczaé¢ *. Nigdy nie bede ich
wylicza¢, ich warto$§é nie bedzie miala wplywu na przeksztalcenia. Przyktad:

[(1) I]:f:...

elementy * nalezy rozumie¢ jako elementy macierzy sasiedniej (tutaj I).



Teoria ciaggu Fibonacciego

1. Definicja Ciggiem Fibonacciego nazywamy cigg rekurencyjny (F,) dany réwnaniami:

Fo=0, Fi=1, Fy,=Fy_ 1+ Fp_o dlan>?2

n 01123 |4|5|6]| 7 8
F,|l0oj1]1]2]|3|5]|8]|13]21
finiujemy rowniez wyrazy o indeksach ujemnych, tak, zeby zachowana byta wtasnos$é F, = F,,_1 +
F,_o. W tym celu nalezy wzigé F_,, = (—1)"T1F,.
ni||-5|-4-3|-2|-1]0|1(2|3|4|5]6] 7|38
F, 5 | -3 2 | —1 1 (011|235 ]|8]|13]21

Macierza ciagu Fibonacciego nazywamy macierz

Kolejne wyrazy ciggu Fibonacciego to:

Dla wygody zde-

F:= [ 1 (1) ] . Jest ona odwracalna w My(Z), jej odwrotnoscia jest F~! = { ? _11 ]

Rownanie: Bezposrednio przeliczamy, ze

1
F?2 —F — I = 0 stad wynika po podzieleniu F = 772 wiec (F—1)"' =TF
Wazna uwaga/metatwierdzenie: Jezeli rozpatrujemy tylko wyrazenia zawierajace F oraz rl,
gdzie r € R, to kazde dwa takie wyrazenia beda przemienne ze soba, w szczegélnosci mozemy pisaé
odwrotno$ci w normalnej postaci utamka.

2. Lemat (Postaé¢ macierzowa ciagu) Dla kazdego n catkowitego

oo [V L] [ Fan Fa
1 0 Fn anl

1 0 P F

- . . 0 _ _ _ 1 0
DowoOD. Zauwazmy, ze F° = I = 0 1 ] = [ F, F.,
prawdziwa. Réwnosé udowodnimy najpierw dla n > 0, przez indukcje, ktérej baze wtasnie udowod-
nilismy. Krok indukcyjny wyglada nastepujaco:

Fnﬂ—l:Fn.F:[Fn-ﬁ—l Fn :||:1 1:|:|:Fn+1+Fn Fn+1:|:|:Fn+2 Fn+1:|

], a wiec dla n = 0 réwnosé jest

Fn Fn—l 10 Fn"'Fn—l Fn Fn+1 Fn

Pozostaje udowodnié¢ te réwnosé takze dla n < 0. Dowdd przebiega przez indukcje wzgledem
malejacego n, ktorej rdzeniem jest réwnosc

]F—(n+1) _ F—nF—l _ F—n+1 F—n 0 1 _ F—n F—n+1 - F—n _ F—n F—n—l
N N an anfl 1 -1 N anfl an - anfl N anfl F7n72 '

Ten dowo6d przeprowadzony jest wprost, gdyz wydaje mi sie pouczajacy. Ponizej szkic (prostszego)
dowodu alternatywnego korzystajacego z F?2 =F + I:

DowoOD. Bezposrednio przeliczamy, ze dlan = 0in = 1 rownos¢ jest prawdziwa. Przeprowadzamy,
jak wyzej, indukcje po n rosnacym i malejacym. Przyktadowo — krok indukeyjny w indukeji po n
rosnacym

F, F, F, F,
n+2 _ mnm2 . mn _ mn+l n o __ n+2 n+1 n+1 n _
P =FF =FF+)=F"+F —[Fnﬂ F, ]*[ F, Fnl]_

Fn+2+Fn+1 Fn+1 +Fn _ Fn+3 Fn+2
Fn+1+Fn Fn+Fn—1 Fn+2 Fn+1

co byto do udowodnienia. Ten dowdd korzysta bardzo mocno ze struktury algebraicznej macierzy. Bl



Wilasnosci ciggu Fibonacciego — zadania prostsze

1.

Uzasadni¢ (elementarnie jest prosciej :), ze kazde dwa kolejne wyrazy ciagu Fibonacciego sa sa
wzglednie pierwsze.

RozwIAZANIE. Niech n,d € Z, beda takie, ze, ze d|F,, d|F,+1. Wtedy d|Fp+1 — F, = Fp_1.
Analogicznie wnioskujac d|F,, — F,,—1 = F},_a, itd. Dochodzimy do d|F; = 1. Tym samym d = 1.

Uzasadnié, ze dla wszystkich liczb naturalnych n, m zachodzi

Fn+1Fm+FnFm—1:Fm+n

ROZWIAZANIE.
* Fn+m :Fn+m :FnFm _ Fn+1 Fn * Fm _ * Fn+1Fm+FnFm—1
* * * * * Foq * *

W szczegolnosci dla wszystkich liczb naturalnych n zachodzi
F3+F3+1 = Fonp
ROzZWIAZANIE. ROwnos¢ z poprzedniego zadania dla m :=n + 1.
Niech n bedzie liczbg naturalna. Uzasadnié, ze
Fo+Fi+ - +F,=F,,—1
ROZWIAZANIE. Zastosujemy wzér na sume ciggu geometrycznego

* FO+F1++Fn :F0+F1++Fn:wzﬁr”+27w: * Fn+2_1
* * F—-1 * *

7 r6éwnosci macierzy wynika teza.
Niech n bedzie liczbg naturalng. Uzasadni¢, ze

L+ Fs+Fs5+- -+ Fopqg = Fyy,
RozwiazZANIE. Jak w poprzednim przyktadzie stosujemy ciag geometryczny

* F1+F3+F5+-..+F2n71 :F+F3+"'+F2n71:F(IFO+F2+"‘+F2n72):
* *

F]FQnI:FF2nI:F2n_I:|:* F2'n,:|
*

*

Niech n bedzie liczba naturalna. Udowodnié, ze

n

ZiFi =nFyio— Fny3+2
=1

ROZWIAZANIE.

;ilﬁ‘i = ;(Fi+lﬁ‘i+1 +--+F") = ;Fllﬁm;j;[ = ;ﬂ?i(lﬁ‘nﬂ—i _F= ;]an _ it
Pl

n—+2 i+1 n—+2 2
nF —ZF =nF"t2 _F T

i=1

= nF" ™2 — F2(F" — I)F = nF" 2 — "3 4 F3

jak zwykle poréwnujemy wspotczynniki w prawym gérnym rogu, uzyskujac teze (z ostatniej macie-
rzy uzyskamy F3 = 2).



7. Uzasadni¢, ze dla wszystkich n naturalnych zachodzi
Fn+1Fn—1 - Fr% = (71)71
ROzZWIAZANIE. Trik. Wiemy, ze F*"F~" = I. Ale mozna to sprobowaé policzy¢ bezposrednio:

10 — [ = F"F" = FnJrl E, F—n+1 * o Fn+1an+1 + F,F_, *
0 1 o B * * F_n * N * *

wynikastad 1 = F, 1 F_ 1+ F, F_,,. Podstawiamy, korzystajac z definicji, F_, 11 = (—1)"F,,_1, F_, =
(—=1)"*1F, i uzyskujemy
1= (-1)"Fo1Fpy + (1" F?

mnozymy obie strony przez (—1)™:

()" = (-1)*"Fy 1 Fy oy + ()" F2 = F, \F, | — F?

Dalsze wlasnosci pierscieni
1. Definicja Niech R bedzie pierscieniem. Podzbior J pierscienia R nazywamy ideatem jezeli:

(a) I jest podgrupq przemienng ze wzgledu na +.
(b) Dla dowolnego r € R,i € I zachodzi

r-i€l orazi-rel

J jest idealem R oznaczamy przez J < R.

2. Pojecie ideatu rozszerza pojecie kongruencji:
Piszemy a =b mod I jezeli b — a € I. Zalozmy, ze

a=b modlI, c=d modlI

Wtedy (m. in.)
b=a mod ]I

a+c=b+d mod]I
a—c=b—d mod]I
ac=bd mod I

Udowodnie dla przykladu ostatnia (najtrudniejsza) wlasnosé.

a=b mod I =a-bel=(a—b)cel
c=d modI=d—cel=0bd-c)el
(a=b)cel, bld-—c)elI=ac—bd=(a—bjc—bld—c)el=ac=bd mod]I

3. Naturalne w tym kontekscie jest zauwazenie, ze dla ustalonego n € Z zbiér postaci
I, :={kn|keZ}
jest idealem w Z. Kongruencje mod I, to znane nam kongruencje mod n.

4. Lemat Rozwazmy macierze Ma(R) i niech I < R. Zdefiniujmy

M, () ;—HUCL Z] 6R|a,b,c,d€]}

Wiedy My (1) jest ideatem w Mo (R).



Dowo6Dp. Na poczatku udowodnimy, ze My (I) jest podgrupa przemienng. Wystarczy (patrz kotko
o grupach) udowodni¢, ze

A,BGMQ(I) :>A+B€M2(I) oraz 7A€M2(I)

ailr a2 — bll b12
asr azg |’ b1 b22
zwiazku z tym rowniez (z wlasnodci ideatu I):

Rozwazmy A := [ ] Z definicji My(I) wynika, ze a;,b; € 1. W
a1 — b1 €I7a12—b12 el...

a stad

ai; —bin a2 —bia
A—-B= € My (I
[ az1 —ba1  aza — ba ] 2( )

z definicji Ma(I). —A € My(J) udowadniamy analogicznie.

Pozostaje udowodni¢ druga wlasnosé ideatéw. Rozwazmy dowolng C' = [ ZH 212 ] € Msy(R)
21 Ca22

i dowolna { 211 212 } € My (R):
21 122

c11 Ci2 t11 f12 | | c11f11 +ci2ter  critiz + ci2ion
C21  C22 21 122 C21711 + C22%21  C21112 + C22122

Widaé¢, ze np. w pierwszej komérce i1; € I stad ci1i11 € I, analogicznie ciaio; € I, wiec
c11911 + c12i21 € I. Pozostale wartosci rowniez naleza do I, wiec cala macierz nalezy do My (1)
(z definicji M (T)).

Druga czeé¢ drugiej wlasnosci udowadniamy analogicznie. |

Witlasnosci ciggu Fibonacciego — zadania trudniejsze

1. Uwaga: ponizsze dwa zadania mozna zrobi¢ elementarnie, korzystajac z tozsamosci Fj,1F,, +
F,F,,—1 = F,4n oraz z lematu w zadaniu drugim, ale dowody sa (moim zdaniem) trudniejsze do
wymyslenia i mniej naturalne, oczywiscie z dokladnoscia do pewnego zrozumienia poje¢ abstrak-
cyjnych.

2. Twierdzenie (*) Jezeli liczby n,m € Z4 orazn | m to

Fo | P
DowoDp. Niech m = nk.
Wiemy (patrz cze$¢ teoretyczna), ze zbior
J = M2 (IFn)

jest ideatem w My(Z). Rozpatrzmy kongruencje mod J.

n __ Fn+1 Fn — Fn+1 0

¥ _|: Fn Fn—1:|_|: 0 Fn—l mod J

Tym samym

1 k

F7n+1 Fm _mm _ n\k — Fn+1 0 _ F7]f+1 0
Fp Foo |5 == g | = 0 pe, | medd

Tak wiec (wyrazy nieprzydatne w rozumowaniu oznaczam *):

Jo [ Fonr Fa ] [ FEa 0 ]_[ * Fa
Fn  Fos 0 F*,

Z definicji J znaczy to, ze F,,, = bF,, dla pewnego b € Z, F,, | F,,. |



3. Twierdzenie (*) Dla wszystkich liczb naturalnych n,m zachodzi réwnosé

NWD(Fy, Frn) = FNwD(n,m)
Dowop.

Lemat Jezeli a,b € Z,, d= NWD(a,b), to istniejg takie k,l € Z, k,1 > 0, ze

ak —-bl=d

DowoDn. Liczby a/d,b/d sa calkowite i wzglednie pierwsze, tj. NWD(a/d,b/d) = 1. Niech
a :=a/d,b :=b/d.

Rozwazmy wszystkie liczby wzglednie pierwsze z b’ ze zbioru {1,2,...,n}. Niech beda to liczby
C1y...,Cs. Liczby c1a’ mod V..., csa’ mod b naleza do tego zbioru (bo sa wzglednie pierwsze z
b'), ponadto

cia' =cja’ mod b = (¢;—c¢j)a’ =0 mod b askoro NWD(a',b') =1,t0 ¢; =¢; mod b, ¢; = ¢;

tym samym liczby c1a’ mod ¥',...,csa’ mod b sg parami rézne.
Zachodzi {c1a’ mod V',...,csa’ mod b'} C {cy,...,¢cs}il{cia’ mod ¥, ... csa’ mod b'}| = |{c1,...,¢s}s
a wiec {c1a’ mod V',...,csa’ mod b'} = {e1,...,¢5} D 1, w szczegolnosei istnieje ¢;: c;a’ = 1
mod b, czyli istnieje takie ¢t € Z, ze
cia +tb =1
cia/d+1tb/d=1
cia—(—t)b=d

Wiemy, ze ¢; > 0. Pozostaje doprowadzi¢ do stanu, gdy —t > 0 czyli gdy ¢t < 0. Robimy to naste-
pujaco: d = ¢;a + thb = (¢; + sb)a + (t — sa)b. Wybieramy na tyle duze s > 0, ze t — sa < 0. Tak
tak, ten caty dowdd to jeszcze raz przeliczenie, Ze co$ jest grupg — stale to robie. . .. |

7 poprzedniego twierdzenia wnioskujemy, ze
Fywpmm) | Fa i ENwpm,m) | Fm a Wiec Fnwp(n,m) | NWD(F,, Fy,)

pozostaje wykazac, ze
NWD(Fn»Fm) ‘ FNWD(n,m)~

Niech dla zwiezltosci d := NW D(n,m) oraz D := NW D(F,, F,,).
Korzystamy z lematu i wybieramy takie k,l € Z, ze nk — ml = d.
Rozwazmy ideal Ma(Ip) <« My(Z). Przypominam, jest to ideat

ailr a2 ail; a2
Mo(Ip) = {[ ] i ain,ans,as,d € ID} = {{ } : D | a117a127a21,a22}

az1 a2 a21 a22

{ Far1  Fy ] _ pd _ prkp-ml _ { Fory1 Fug ] [ F_opu1 Fogy ] _

Fd Fd—l Fnk Fnk—l F—ml F—nLl—l
Fnk:Jrl 0 FfmlJrl 0 Fnk:JrlFfmlJrl 0
= mod My (1
|: 0 Fnkrfl 0 Ffmlfl 0 Fnklefmlfl 2( D)

Wykorzystujemy tutaj fakt, ze D|F,,|F_; oraz D|F,|F,k. Z definicji Ma(Ip) jest Fy =0 mod D,
D | Fy, a jezeli przypomnimy definicje d, D, otrzymujemy NW D(Fy,, Fin) | FNw D(n,m)-

|
1 5 1—-+5
4. Twierdzenie (**Wzoér Bineta) Niech ¢, := +2\f, P2 1= T\[’ innymi stowy, niech bedg
to pierwiastki rownania x> —x — 1 = 0. Wtedy
1 n n
Fn (¢1 - ¢2)

G



dla wszystkich liczb catkowitych n.

Dowop. Uwaga: W tym zadaniu, w przeciwienstwie do pozostalych, rozwazamy macierze o
wyrazach rzeczywistych, a nie catkowitych.
Rozwazmy macierz

S = { ¢11 (1)12 ], wtedy St = 1 —¢ ]

Al

Obliczamy

0 ¢

cata operacja nie jest przypadkowa i nazywa sie diagonalizacjq macierzy. Obliczamy

S—I]FS: |: ¢)1 0 :|

ST'F"S = §~'FF...FS = ST'FSS'FS...FS = (SFSn = | 0 O | —| ¢ O
0 ¢ 0 ¢

Wyliczamy (w koricowej fazie obliczam tylko potrzebna mi cze$é, pozostale wyrazy oznaczam x):

{F"“ I }:IF”:S(S”F”S)S*:S[W y }5—1:

Fn anl 0 QSEL
duoge ][00 0] LT 1 oo ] _[af™ o8] 11 —g)_ L[ g —a™
11 0 o8 | 5| -1 & .k =l 21 4 7 .
Stad Fpy1 = —=(¢" — ¢35, 2 czego wynika teza. [ |

NG

]



