
Ci¡g Fibonacciego

Pier±cienie

1. De�nicja Pier±cieniem (z jedynk¡) b¦d¦ nazywa¢ zbiór R, z okre±lonymi dziaªaniami + i · takimi,
»e

(a) R jest grup¡ przemienn¡ ze wzgl¦du na +, której element neutralny oznaczam 0.

(b) Dla wszystkich a, b ∈ R mamy a · b ∈ R.
(c) Dziaªanie · jest ª¡czne, tj. a · (b · c) = (a · b) · c dla wszystkich a, b, c ∈ R.
(d) Istnieje element neutralny mno»enia e ∈ R:

ea = ae = a

dla wszystkich a ∈ R. Element ten jest jedyny (dowód jak w grupach, patrz poprzednie kóªko),
oznaczamy go 1 i nazywamy jedynk¡.

(e) Dziaªanie · jest rozdzielne wzgl¦dem +:

(a+ b)c = ac+ bc

c(a+ b) = ca+ cb

dla wszystkich a, b, c ∈ R.

Dla ka»dego a ∈ R zachodzi
a · 0 = a · (0 + 0) = a · 0 + a · 0

odejmujemy a · 0 stronami i otrzymujemy 0 = a · 0.
Dla ka»dych a, b ∈ R zachodzi

−ab = (−a)b = a(−b)

Dowód: ab− ab = 0 = a0 = a(b+ (−b)) = ab+ a(−b), st¡d −ab = a(−b). Analogicznie ab− ab =
0 = (a+ (−a))b = ab+ (−a)b, wi¦c −ab = (−a)b.

2. Tak naprawd¦ warunki na bycie pier±cieniem s¡ bardzo sªabe i wi¦kszo±¢ zbiorów z dziaªaniami,
jakie znane s¡ w liceum jest pier±cieniami: liczby rzeczywiste, wymierne, caªkowite, wielomiany o
wspóªczynnikach np. rzeczywistych itd.

3. De�nicja Niech R b¦dzie pier±cieniem. Je»eli dla elementu a ∈ R istnieje b ∈ R takie, »e

a · b = b · a = 1

to powiemy, »e element a jest odwracalny. Odwrotno±¢ elementu a oznaczamy wtedy a−1.

Uwaga: Je»eli pier±cie« nie jest przemienny, to odwrotno±ci nie piszemy jako 1
a , »eby nie popeªni¢

bª¦du: b 1
a = b

a = 1
ab. Bª¡d polega na tym, »e ±rodkowy obiekt b/a nie jest zde�niowany.

4. De�nicja Niech R b¦dzie pier±cieniem. Powiemy, »e R jest przemienny, je»eli

a · b = b · a

dla wszystkich a, b ∈ R.



5. Lemat (Suma ci¡gu geometrycznego) Niech a ∈ R. Zaªó»my, »e element 1−a pier±cienia R
jest odwracalny. Zachodzi wtedy

1 + a+ · · ·+ an−1 = (an − 1)(a− 1)−1

Dowód. Mamy
(1 + a+ · · ·+ an−1)(a− 1) = an − 1

domna»amy z prawej strony przez (a− 1)−1:

1 + a+ · · ·+ an−1 = (1 + a+ · · ·+ an−1)(a− 1)(a− 1)−1 = (an − 1)(a− 1)−1

�

Teoria macierzy

1. De�nicja Macierz¡ o wymiarach 2 × 2 o elementach ze pier±cienia R nazywamy ukªad 2 · 2 = 4
liczb a, b, c, d ∈ R zapisany w postaci [

a b
c d

]
Zbiór wszystkich macierzy oznaczamy M2(R).
Na pocz¡tku, je»eli wygl¡da to zbyt okropnie we¹ R = R, czyli macierze o wyrazach rzeczywistych.

2. Macierze z danego zbioru mo»emy dodawa¢:[
a11 a12

a21 a22

]
+
[
b11 b12
b21 b22

]
=
[
a11 + b11 a12 + b12
a21 + b21 a22 + b22

]
i mno»y¢, nieco bardziej skomplikowanie (polecam http://pl.wikipedia.org/wiki/Mno»enie_macierzy):[

a11 a12

a21 a22

]
·
[
b11 b12
b21 b22

]
=
[
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22
a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

]
dodatkowo mo»emy na macierzach zde�niowa¢ mno»enie przez staª¡ r ∈ R.

r

[
a11 a12

a21 a22

]
:=
[
r 0
0 r

] [
a11 a12

a21 a22

]
=
[
ra11 ra12

ra21 ra22

]
3. Twierdzenie Dla dowolnego pier±cienia R macierze M2(R) tworz¡ pier±cie« z dziaªaniami + i ·.

Elementem neutralnym tego pier±cienia jest macierz

I :=
[

1 0
0 1

]
.

Je»eli ponadto pier±cie« R jest przemienny, to zachodzi[
r 0
0 r

]
A = A

[
r 0
0 r

]
A

dla wszystkich macierzy A ∈M2(R).
Dowód. Aby udowodni¢, »e macierze s¡ pier±cieniem wystarczy przeliczy¢ wszystkie wªasno±ci
pier±cienia. Podobnie mo»na policzy¢, »e I jest jedynk¡.

Przelicz¦ tylko ostatnie stwierdzenie. Niech A =
[
a11 a12

a21 a22

]
∈M2(R) oraz r ∈ R wtedy[

r 0
0 r

] [
a11 a12

a21 a22

]
=
[
ra11 ra12

ra21 ra22

]
=
[
a11r a12r
a21r a22r

]
=
[
a11 a12

a21 a22

] [
r 0
0 r

]
�

4. Aby upro±ci¢ robot¦ nieinteresuj¡ce mnie elementy macierzy b¦d¦ oznacza¢ ∗. Nigdy nie b¦d¦ ich
wylicza¢, ich warto±¢ nie b¦dzie miaªa wpªywu na przeksztaªcenia. Przykªad:[

1 ∗
0 ∗

]
= I = . . .

elementy ∗ nale»y rozumie¢ jako elementy macierzy s¡siedniej (tutaj I).



Teoria ci¡gu Fibonacciego

1. De�nicja Ci¡giem Fibonacciego nazywamy ci¡g rekurencyjny (Fn) dany równaniami:

F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2 dla n ≥ 2

Kolejne wyrazy ci¡gu Fibonacciego to:
n 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Fn 0 1 1 2 3 5 8 13 21

Dla wygody zde-

�niujemy równie» wyrazy o indeksach ujemnych, tak, »eby zachowana byªa wªasno±¢ Fn = Fn−1 +
Fn−2. W tym celu nale»y wzi¡¢ F−n = (−1)n+1Fn.
n −5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
Fn 5 −3 2 −1 1 0 1 1 2 3 5 8 13 21

Macierz¡ ci¡gu Fibonacciego nazywamy macierz

F :=
[

1 1
1 0

]
. Jest ona odwracalna w M2(Z), jej odwrotno±ci¡ jest F−1 =

[
0 1
1 −1

]
Równanie: Bezpo±rednio przeliczamy, »e

F2 − F− I = 0 st¡d wynika po podzieleniu F =
1

F− I
a wi¦c (F− I)−1 = F

Wa»na uwaga/metatwierdzenie: Je»eli rozpatrujemy tylko wyra»enia zawieraj¡ce F oraz rI,
gdzie r ∈ R, to ka»de dwa takie wyra»enia b¦d¡ przemienne ze sob¡, w szczególno±ci mo»emy pisa¢
odwrotno±ci w normalnej postaci uªamka.

2. Lemat (Posta¢ macierzowa ci¡gu) Dla ka»dego n caªkowitego

Fn =
[

1 1
1 0

]n

=
[
Fn+1 Fn

Fn Fn−1

]

Dowód. Zauwa»my, »e F 0 = I =
[

1 0
0 1

]
=
[
F1 F0

F0 F−1

]
, a wi¦c dla n = 0 równo±¢ jest

prawdziwa. Równo±¢ udowodnimy najpierw dla n ≥ 0, przez indukcj¦, której baz¦ wªa±nie udowod-
nili±my. Krok indukcyjny wygl¡da nast¦puj¡co:

Fn+1 = Fn · F =
[
Fn+1 Fn

Fn Fn−1

] [
1 1
1 0

]
=
[
Fn+1 + Fn Fn+1

Fn + Fn−1 Fn

]
=
[
Fn+2 Fn+1

Fn+1 Fn

]
Pozostaje udowodni¢ t¦ równo±¢ tak»e dla n < 0. Dowód przebiega przez indukcj¦ wzgl¦dem
malej¡cego n, której rdzeniem jest równo±¢

F−(n+1) = F−nF−1 =
[
F−n+1 F−n

F−n F−n−1

] [
0 1
1 −1

]
=
[

F−n F−n+1 − F−n

F−n−1 F−n − F−n−1

]
=
[

F−n F−n−1

F−n−1 F−n−2

]
.

�

Ten dowód przeprowadzony jest wprost, gdy» wydaje mi si¦ pouczaj¡cy. Poni»ej szkic (prostszego)
dowodu alternatywnego korzystaj¡cego z F2 = F + I:
Dowód. Bezpo±rednio przeliczamy, »e dla n = 0 i n = 1 równo±¢ jest prawdziwa. Przeprowadzamy,
jak wy»ej, indukcj¦ po n rosn¡cym i malej¡cym. Przykªadowo � krok indukcyjny w indukcji po n
rosn¡cym

Fn+2 = FnF2 = Fn(F + I) = Fn+1 + Fn =
[
Fn+2 Fn+1

Fn+1 Fn

]
+
[
Fn+1 Fn

Fn Fn−1

]
=

[
Fn+2 + Fn+1 Fn+1 + Fn

Fn+1 + Fn Fn + Fn−1

]
=
[
Fn+3 Fn+2

Fn+2 Fn+1

]
co byªo do udowodnienia. Ten dowód korzysta bardzo mocno ze struktury algebraicznej macierzy. �



Wªasno±ci ci¡gu Fibonacciego � zadania prostsze

1. Uzasadni¢ (elementarnie jest pro±ciej :), »e ka»de dwa kolejne wyrazy ci¡gu Fibonacciego s¡ s¡
wzgl¦dnie pierwsze.
Rozwi¡zanie. Niech n, d ∈ Z+ b¦d¡ takie, »e, »e d|Fn, d|Fn+1. Wtedy d|Fn+1 − Fn = Fn−1.
Analogicznie wnioskuj¡c d|Fn − Fn−1 = Fn−2, itd. Dochodzimy do d|F1 = 1. Tym samym d = 1.

2. Uzasadni¢, »e dla wszystkich liczb naturalnych n,m zachodzi

Fn+1Fm + FnFm−1 = Fm+n

Rozwi¡zanie.[
∗ Fn+m

∗ ∗

]
= Fn+m = FnFm =

[
Fn+1 Fn

∗ ∗

] [
∗ Fm

∗ Fm−1

]
=
[
∗ Fn+1Fm + FnFm−1

∗ ∗

]
3. W szczególno±ci dla wszystkich liczb naturalnych n zachodzi

F 2
n + F 2

n+1 = F2n+1

Rozwi¡zanie. Równo±¢ z poprzedniego zadania dla m := n+ 1.

4. Niech n b¦dzie liczb¡ naturaln¡. Uzasadni¢, »e

F0 + F1 + · · ·+ Fn = Fn+2 − 1

Rozwi¡zanie. Zastosujemy wzór na sum¦ ci¡gu geometrycznego[
∗ F0 + F1 + · · ·+ Fn

∗ ∗

]
= F0 + F1 + · · ·+ Fn =

Fn+1 − I
F− I

= Fn+2 − F =
[
∗ Fn+2 − 1
∗ ∗

]
Z równo±ci macierzy wynika teza.

5. Niech n b¦dzie liczb¡ naturaln¡. Uzasadni¢, »e

F1 + F3 + F5 + · · ·+ F2n−1 = F2n

Rozwi¡zanie. Jak w poprzednim przykªadzie stosujemy ci¡g geometryczny[
∗ F1 + F3 + F5 + · · ·+ F2n−1

∗ ∗

]
= F + F3 + · · ·+ F2n−1 = F(F0 + F2 + · · ·+ F2n−2) =

F
F2n − I
F2 − I

= F
F2n − I

F
= F2n − I =

[
∗ F2n

∗ ∗

]
6. Niech n b¦dzie liczb¡ naturaln¡. Udowodni¢, »e

n∑
i=1

iFi = nFn+2 − Fn+3 + 2

Rozwi¡zanie.

n∑
i=1

iFi =
n∑

i=1

(Fi +Fi+1 + · · ·+Fn) =
n∑

i=1

Fi Fn+1−i − I
F− I

=
n∑

i=1

Fi(Fn+1−i− I)F =
n∑

i=1

Fn+2−Fi+1 =

nFn+2 −
n∑

i=1

Fi+1 = nFn+2 − F2 Fn − I
F− I

= nFn+2 − F2(Fn − I)F = nFn+2 − Fn+3 + F3

jak zwykle porównujemy wspóªczynniki w prawym górnym rogu, uzyskuj¡c tez¦ (z ostatniej macie-
rzy uzyskamy F3 = 2).



7. Uzasadni¢, »e dla wszystkich n naturalnych zachodzi

Fn+1Fn−1 − F 2
n = (−1)n

Rozwi¡zanie. Trik. Wiemy, »e FnF−n = I. Ale mo»na to spróbowa¢ policzy¢ bezpo±rednio:[
1 0
0 1

]
= I = FnF−n =

[
Fn+1 Fn

∗ ∗

] [
F−n+1 ∗
F−n ∗

]
=
[
Fn+1F−n+1 + FnF−n ∗

∗ ∗

]
wynika st¡d 1 = Fn+1F−n+1+FnF−n. Podstawiamy, korzystaj¡c z de�nicji, F−n+1 = (−1)nFn−1, F−n =
(−1)n+1Fn i uzyskujemy

1 = (−1)nFn+1Fn−1 + (−1)n+1F 2
n

mno»ymy obie strony przez (−1)n:

(−1)n = (−1)2nFn+1Fn−1 + (−1)2n+1F 2
n = Fn+1Fn−1 − F 2

n

Dalsze wªasno±ci pier±cieni

1. De�nicja Niech R b¦dzie pier±cieniem. Podzbiór J pier±cienia R nazywamy ideaªem je»eli:

(a) I jest podgrup¡ przemienn¡ ze wzgl¦du na +.

(b) Dla dowolnego r ∈ R, i ∈ I zachodzi

r · i ∈ I oraz i · r ∈ I

J jest ideaªem R oznaczamy przez J CR.

2. Poj¦cie ideaªu rozszerza poj¦cie kongruencji:
Piszemy a ≡ b mod I je»eli b− a ∈ I. Zaªó»my, »e

a ≡ b mod I, c ≡ d mod I

Wtedy (m. in.)
b ≡ a mod I

a+ c ≡ b+ d mod I

a− c ≡ b− d mod I

ac ≡ bd mod I

Udowodni¦ dla przykªadu ostatni¡ (najtrudniejsz¡) wªasno±¢.

a ≡ b mod I ⇒ a− b ∈ I ⇒ (a− b)c ∈ I

c ≡ d mod I ⇒ d− c ∈ I ⇒ b(d− c) ∈ I

(a− b)c ∈ I, b(d− c) ∈ I ⇒ ac− bd = (a− b)c− b(d− c) ∈ I ⇒ ac ≡ bd mod I

3. Naturalne w tym kontek±cie jest zauwa»enie, »e dla ustalonego n ∈ Z zbiór postaci

In := {kn | k ∈ Z}

jest ideaªem w Z. Kongruencje mod In to znane nam kongruencje mod n.

4. Lemat Rozwa»my macierze M2(R) i niech I CR. Zde�niujmy

M2(I) :=
{[

a b
c d

]
∈ R | a, b, c, d ∈ I

}
Wtedy M2(I) jest ideaªem w M2(R).



Dowód. Na pocz¡tku udowodnimy, »e M2(I) jest podgrup¡ przemienn¡. Wystarczy (patrz kóªko
o grupach) udowodni¢, »e

A,B ∈M2(I)⇒ A+B ∈M2(I) oraz −A ∈M2(I)

Rozwa»my A :=
[
a11 a12

a21 a22

]
, B :=

[
b11 b12
b21 b22

]
. Z de�nicji M2(I) wynika, »e ai, bi ∈ I. W

zwi¡zku z tym równie» (z wªasno±ci ideaªu I):

a11 − b11 ∈ I, a12 − b12 ∈ I . . .

a st¡d

A−B =
[
a11 − b11 a12 − b12
a21 − b21 a22 − b22

]
∈M2(I)

z de�nicji M2(I). −A ∈M2(I) udowadniamy analogicznie.

Pozostaje udowodni¢ drug¡ wªasno±¢ ideaªów. Rozwa»my dowoln¡ C =
[
c11 c12
c21 c22

]
∈ M2(R)

i dowoln¡

[
i11 i12
i21 i22

]
∈M2(R):[

c11 c12
c21 c22

] [
i11 i12
i21 i22

]
=
[
c11i11 + c12i21 c11i12 + c12i22
c21i11 + c22i21 c21i12 + c22i22

]
Wida¢, »e np. w pierwszej komórce i11 ∈ I st¡d c11i11 ∈ I, analogicznie c12i21 ∈ I, wi¦c
c11i11 + c12i21 ∈ I. Pozostaªe warto±ci równie» nale»¡ do I, wi¦c caªa macierz nale»y do M2(I)
(z de�nicji M2(I)).
Drug¡ cz¦±¢ drugiej wªasno±ci udowadniamy analogicznie. �

Wªasno±ci ci¡gu Fibonacciego � zadania trudniejsze

1. Uwaga: poni»sze dwa zadania mo»na zrobi¢ elementarnie, korzystaj¡c z to»samo±ci Fn+1Fm +
FnFm−1 = Fm+n oraz z lematu w zadaniu drugim, ale dowody s¡ (moim zdaniem) trudniejsze do
wymy±lenia i mniej naturalne, oczywi±cie z dokªadno±ci¡ do pewnego zrozumienia poj¦¢ abstrak-
cyjnych.

2. Twierdzenie (*) Je»eli liczby n,m ∈ Z+ oraz n | m to

Fn | Fm

Dowód. Niech m = nk.
Wiemy (patrz cz¦±¢ teoretyczna), »e zbiór

J := M2(IFn
)

jest ideaªem w M2(Z). Rozpatrzmy kongruencje mod J .

Fn =
[
Fn+1 Fn

Fn Fn−1

]
≡
[
Fn+1 0

0 Fn−1

]
mod J

Tym samym[
Fm+1 Fm

Fm Fm−1

]
= Fm = (Fn)k ≡

[
Fn+1 0

0 Fn−1

]k

=
[
F k

n+1 0
0 F k

n−1

]
mod J

Tak wi¦c (wyrazy nieprzydatne w rozumowaniu oznaczam ∗):

J 3
[
Fm+1 Fm

Fm Fm−1

]
−
[
F k

n+1 0
0 F k

n−1

]
=
[
∗ Fm

Fm ∗

]
Z de�nicji J znaczy to, »e Fm = bFn dla pewnego b ∈ Z, Fn | Fm. �



3. Twierdzenie (*) Dla wszystkich liczb naturalnych n,m zachodzi równo±¢

NWD(Fn, Fm) = FNWD(n,m)

Dowód.

Lemat Je»eli a, b ∈ Z+, d = NWD(a, b), to istniej¡ takie k, l ∈ Z, k, l > 0, »e

ak − bl = d

Dowód. Liczby a/d, b/d s¡ caªkowite i wzgl¦dnie pierwsze, tj. NWD(a/d, b/d) = 1. Niech
a′ := a/d, b′ := b/d.
Rozwa»my wszystkie liczby wzgl¦dnie pierwsze z b′ ze zbioru {1, 2, . . . , n}. Niech b¦d¡ to liczby
c1, . . . , cs. Liczby c1a

′ mod b′, . . . , csa′ mod b′ nale»¡ do tego zbioru (bo s¡ wzgl¦dnie pierwsze z
b′), ponadto

cia
′ ≡ cja′ mod b′ ⇒ (ci−cj)a′ ≡ 0 mod b′ a skoro NWD(a′, b′) = 1, to ci ≡ cj mod b, ci = cj

tym samym liczby c1a
′ mod b′, . . . , csa′ mod b′ s¡ parami ró»ne.

Zachodzi {c1a′ mod b′, . . . , csa′ mod b′} ⊆ {c1, . . . , cs} i |{c1a′ mod b′, . . . , csa′ mod b′}| = |{c1, . . . , cs}|,
a wi¦c {c1a′ mod b′, . . . , csa′ mod b′} = {c1, . . . , cs} 3 1, w szczególno±ci istnieje ci: cia

′ ≡ 1
mod b′, czyli istnieje takie t ∈ Z, »e

cia
′ + tb′ = 1

cia/d+ tb/d = 1

cia− (−t)b = d

Wiemy, »e ci > 0. Pozostaje doprowadzi¢ do stanu, gdy −t > 0 czyli gdy t < 0. Robimy to nast¦-
puj¡co: d = cia + tb = (ci + sb)a + (t − sa)b. Wybieramy na tyle du»e s > 0, »e t − sa < 0. Tak
tak, ten caªy dowód to jeszcze raz przeliczenie, »e co± jest grup¡ � stale to robi¦. . . . �

Z poprzedniego twierdzenia wnioskujemy, »e

FNWD(n,m) | Fn i FNWD(n,m) | Fm a wi¦c FNWD(n,m) | NWD(Fn, Fm)

pozostaje wykaza¢, »e
NWD(Fn, Fm) | FNWD(n,m).

Niech dla zwi¦zªo±ci d := NWD(n,m) oraz D := NWD(Fn, Fm).
Korzystamy z lematu i wybieramy takie k, l ∈ Z, »e nk −ml = d.
Rozwa»my ideaª M2(ID)CM2(Z). Przypominam, jest to ideaª

M2(ID) =
{[

a11 a12

a21 a22

]
: a11, a12, a21, a22 ∈ ID

}
=
{[

a11 a12

a21 a22

]
: D | a11, a12, a21, a22

}
[
Fd+1 Fd

Fd Fd−1

]
= Fd = FnkF−ml =

[
Fnk+1 Fnk

Fnk Fnk−1

] [
F−ml+1 F−ml

F−ml F−ml−1

]
≡[

Fnk+1 0
0 Fnk−1

] [
F−ml+1 0

0 F−ml−1

]
=
[
Fnk+1F−ml+1 0

0 Fnk−1F−ml−1

]
mod M2(ID)

Wykorzystujemy tutaj fakt, »e D|Fm|F−ml oraz D|Fn|Fnk. Z de�nicji M2(ID) jest Fd ≡ 0 mod D,
D | Fd, a je»eli przypomnimy de�nicje d,D, otrzymujemy NWD(Fn, Fm) | FNWD(n,m).
�

4. Twierdzenie (**Wzór Bineta) Niech φ1 :=
1 +
√

5
2

, φ2 :=
1−
√

5
2

, innymi sªowy, niech b¦d¡

to pierwiastki równania x2 − x− 1 = 0. Wtedy

Fn =
1√
5
(φn

1 − φn
2 )



dla wszystkich liczb caªkowitych n.

Dowód. Uwaga: W tym zadaniu, w przeciwie«stwie do pozostaªych, rozwa»amy macierze o
wyrazach rzeczywistych, a nie caªkowitych.
Rozwa»my macierz

S :=
[
φ1 φ2

1 1

]
, wtedy S−1 =

1√
5

[
1 −φ2

−1 φ1

]
Obliczamy

S−1FS =
[
φ1 0
0 φ2

]
caªa operacja nie jest przypadkowa i nazywa si¦ diagonalizacj¡ macierzy. Obliczamy

S−1FnS = S−1FF . . .FS = S−1FSS−1FS . . .FS = (S−1FS)n =
[
φ1 0
0 φ2

]n

=
[
φn

1 0
0 φn

2

]
Wyliczamy (w ko«cowej fazie obliczam tylko potrzebn¡ mi cz¦±¢, pozostaªe wyrazy oznaczam ∗):[

Fn+1 Fn

Fn Fn−1

]
= Fn = S(S−1FnS)S−1 = S

[
φn

1 0
0 φn

2

]
S−1 =

[
φ1 φ2

1 1

] [
φn

1 0
0 φn

2

]
1√
5

[
1 −φ2

−1 φ1

]
=
[
φn+1

1 φn+1
2

∗ ∗

]
1√
5

[
1 −φ2

−1 φ1

]
=

1√
5

[
φn+1

1 − φn+1
2 ∗

∗ ∗

]
St¡d Fn+1 = 1√

5
(φn+1

1 − φn+1
2 ), z czego wynika teza. �


