
Eliminacje do PTM

1. Dany jest graf nieskierowany, pro±ciej mówi¡c wierzchoªki poª¡czone kraw¦dziami (co najwy»ej jedna
kraw¦d¹ pomi¦dzy dwoma ró»nych wierzchoªkami, nie ma kraw¦dzi prowadz¡cych z wierzchoªka do
tego samego wierzchoªka). Stopniem wierzchoªka nazywamy ilo±¢ kraw¦dzi wychodz¡cych z tego
wierzchoªka. Uzasadni¢, »e pewne dwa wierzchoªki maj¡ ten sam stopie«.

Dowód. Zaªó»my, »e graf ma n ≥ 1 wierzchoªków.

Zauwa»my, »e z warunków zadania wynika, »e wierzchoªek mo»e mie¢ stopie«

0, 1, . . . , n− 1

Rozwa»my dwa przypadki:

(a) Istnieje wierzchoªek stopnia 0.
Wierzchoªek stopnia 0 nie jest poª¡czony z »adnym wierzchoªkiem, wi¦c »aden wierzchoªek nie
jest poª¡czony z nim, czyli nie istnieje wierzchoªek stopnia n− 1.
Mamy n wierzchoªków i n−1 mo»liwych stopni: 0, 1, . . . , n−2. Które± dwa wierzchoªki musz¡
mie¢ ten sam stopie«.

(b) Analogicznie jak w przypadku poprzednim � mamy n wierzchoªków i n− 1 mo»liwych stopni:
1, 2, . . . , n− 1.

�

2. Uzasadnij, »e liczba postaci 8k − 1 gdzie k ∈ Z nie mo»e by¢ przedstawiona w postaci sumy trzech
kwadratów liczb caªkowitych.

Dowód. Kwadraty liczb caªkowitych daj¡ reszty 0, 1, 4 z dzielenia przez 8:

n 0 1 2 3 4 5 6 7

n2 mod 8 0 1 4 1 0 1 4 1

Zauwa»my tutaj, »e (n − k)2 ≡ k2 mod n, wi¦c wystarczyªoby policzy¢ reszty 0, 1, 2, 3, 4, co jest
krótsze :)

Gdyby zachodziªa równo±¢
x2 + y2 + z2 = 8k − 1

dla pewnych x, y, z, k ∈ Z, to musiaªaby tak»e zaj±¢ równo±¢

rx + ry + rz ≡ −1 mod 8

gdzie rx, ry, rz ∈ {0, 1, 4}.
Taka równo±¢ nie zachodzi � bezpo±rednio sprawdzamy wszystkie mo»liwo±ci. �

3. Udowodni¢, »e dla dowolnej liczby naturalnej n cz¦±¢ caªkowita liczby

n2 + n

3

jest parzysta.

Dowód. Najpro±ciej bezpo±rednio to przeliczy¢.



Niech n b¦dzie dowoln¡ liczb¡ caªkowit¡, n = 3k + r gdzie 0 ≤ r ≤ 2. Obliczam:⌊
n2 + n

3

⌋
=
⌊

9k2 + 6kr + r2 + 3k + r

3

⌋
= (3k2 + k) + 2kr +

⌊
r2 + r

3

⌋
Wystarczy sprawdzi¢, »e wszystkie wyrazy sumy po prawej s¡ parzyste.

2kr jest parzyste.

3k2 + k jest tak»e parzyste, gdy»

3k2 = 2k2 + k2 ≡ k2 ≡ k mod 2

3k2 + k ≡ 2k ≡ 0 mod 2

Parzysto±¢
⌊

r2+r
3

⌋
przeliczamy bezpo±rednio podstawiaj¡c r = 0, 1, 2. �

4. Dane s¡ okr¦gi O1, O2, przecinaj¡ce si¦ w punktach A, B. Punkt P le»y na prostej AB, proste PX,
PY s¡ styczne do O1, O2 odpowiednio. Uzasadni¢, »e |PX| = |PY |.
Dowód.

Twierdzenie 1.1 (Twierdzenie o siecznych, wersja ze styczn¡) Niech dany b¦dzie okr¡g o i
punkt P le»¡cy poza okr¦giem o. Prosta PC jest styczna do o w C, inna prosta przechodz¡ca przez
P przecina o w A, B. Wtedy

|PA| · |PB| = |PC|2

Stosuj¦ twierdzenie dla punktu P , okr¦gu O1 i prostej AB:

|PX|2 = |PA| · |PB|

oraz punktu P , okr¦gu O2 i prostej AB:

|PY |2 = |PA| · |PB|

Uwaga: tutaj po cichu korzystamy z zaªo»enia, »e AB jest wspóln¡ ci¦ciw¡ O1 i O2.

�¡cz¡c powy»sze równo±ci: |PX|2 = |PY |2, a wi¦c |PX| = |PY |. �


