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1 Wst¦p

W dniach 20 � 26 wrze±nia 2009 roku odbyª si¦ obóz matematyczno-informatyczny I Liceum Ogólno-
ksztaªc¡cego w Biaªystoku im. Adama Mickiewicza. Poni»ej prezentujemy zadania oraz wykªady z tego
obozu. Zadania s¡ w wi¦kszo±ci wzi¦te z ogólnodost¦pnych ¹ródeª, wymienionych na ko«cu. Wykªady, z
jednym zaznaczonym wyj¡tkiem, s¡ autorstwa osób b¦d¡cych w kadrze obozu.
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2 Zawody indywidualne

2.1 Grupa pocz¡tkuj¡ca

1. O podªog¦ i prostopadª¡ do niej ±cian¦ stoi oparta drabina. Nó»ki drabiny przesuwaj¡ si¦ po
podªodze (bez po±lizgu) prostopadle do ±ciany i drabina obsuwa si¦. Na ±rodku drabiny siedzi
kotek (którego traktujemy jako punkt). Udowodni¢, »e w miar¦ opadania drabiny kotek zakre±li w
przestrzeni ªuk okr¦gu.

2. Udowodnij, »e je»eli liczba caªkowita dodatnia n ma nieparzyst¡ ilo±¢ dzielników (caªkowitych do-
datnich), to jest kwadratem liczby caªkowitej dodatniej.

3. W kole o promieniu 10 wybrano 99 punktów. Udowodnij, »e wewn¡trz koªa istnieje punkt odlegªy
od ka»dego z wybranych punktów o wi¦cej ni» 1.

4. Udowodni¢, »e trójk¡t jest ostrok¡tny wtedy i tylko wtedy, gdy ±rodek okr¦gu opisanego na tym
trójk¡cie le»y wewn¡trz trójk¡ta.

5. Niech S(n) oznacza sum¦ cyfr liczby naturalnej n. Obliczy¢ S(S(S(20062009))).

6. 2009 uczestników obozu naukowego stoi w serwerowni. Odlegªo±ci pomi¦dzy ka»dymi dwoma z nich
s¡ ró»ne. Ka»dy z nich ma jedn¡ piªk¦. Jednocze±nie rzucaj¡ oni piªki, ka»dy najbli»ej stoj¡cemu
uczestnikowi. Udowodni¢, »e pewien uczestnik nie dostanie piªki.

7. Niech ABCD b¦dzie prostok¡tem, a punkt P b¦dzie dowolny (le»¡cy w pªaszczy¹nie ABCD).
Udowodni¢, »e

AP 2 + CP 2 = BP 2 +DP 2

8. Funkcja f : R→ R przyjmuje stale warto±ci nieujemne. Ponadto zachodzi

f(x+ y) ≥ f(x) + f(y)

dla wszystkich x, y ∈ R.
Udowodni¢, »e f(x) = 0 dla wszystkich x ∈ R.

9. Sze±cian S o kraw¦dzi 2 jest zbudowany z o±miu sze±cianów jednostkowych. Klockiem nazwiemy
bryª¦ otrzyman¡ przez usuni¦cie z sze±cianu S jednego spo±ród o±miu sze±cianów jednostkowych.
Sze±cian T o kraw¦dzi 2n jest zbudowany z (2n)3 sze±cianów jednostkowych. Udowodni¢, »e po
usuni¦ciu z sze±cianu T dowolnego spo±ród (2n)3 sze±cianów jednostkowych powstaje bryªa, któr¡
daje si¦ szczelnie wypeªni¢ klockami.

10. Wyznaczy¢ wszystkie liczby pierwsze p, takie, »e równie» liczby p+ 2 i p2 + 2p+ 4 s¡ pierwsze.

11. Na pªaszczy¹nie ustalono dowolnie punkt A i okr¡g o. Nast¦pnie wybrano punkt B le»¡cy na okr¦gu
o i punkt C taki, »e BC jest ±rednic¡ o. Udowodni¢, »e liczba |AB|2 + |AC|2 nie zale»y od wyboru
punktu B.

12. Niech ABCD b¦dzie równolegªobokiem, Q b¦dzie ±rodkiem odcinka AD, za± F b¦dzie rzutem B
na CQ. Udowodni¢, »e

|AB| = |AF |

13. Karol i Ola, znudzeni wykªadami Yogiego, poszli do sadu. Zebrali n czerwonych im zielonych jabªek.
Oczywi±cie czerwonych byªo wi¦cej, gdy» ka»dy wie, »e s¡ lepsze. Pani Bujnowska piecze z nich
ciasto takie, »e :* jedno jabªko starcza tylko na jeden kawaªek. Karol jest wielkim ªakomczuchem,
jednak nie lubi zielonych jabªek. Chce wi¦c zje±¢ tyle kawaªków, »eby mie¢ pewno±¢, »e co najmniej
poªowa z nich b¦dzie zrobiona z czerwonych jabªek, ale nie chce si¦ przeje±¢ (zje minimaln¡ liczb¦
kawaªków speªniaj¡c¡ jego wymagania). Ile kawaªków ciasta zostanie dla Oli?
* Jeden kawaªek zawiera dokªadnie 1 caªe jabªko, albo zielone albo czerwone.

14. W trójk¡cie ABC, w którym |AC| = |BC|, k¡t przy podstawie ma miar¦ 75◦. Udowodnij, »e
podstawa trójk¡ta ma dªugo±¢ równ¡ dªugo±ci promienia okr¦gu opisanego na ABC.

15. Liczby dodatnie a, b, c speªniaj¡ a+ b+ c = 1. Udowodnij, »e

ab+ bc+ ca ≥ 9abc
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2.2 Grupa olimpijska

1. Liczby dodatnie a, b, c, d speªniaj¡ abcd = 1. Udowodni¢, »e

a2 + b2 + c2 + d2 + ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd ≥ 10

2. Rozstrzygn¡¢, czy istnieje czworo±cian, którego wszystkie ±ciany s¡ przystaj¡ce, ale nie jest on
foremny.

3. Udowodnij, »e:

(a) Istnieje takie n ∈ N, »e w±ród liczb {n, n+ 1, n+ 2, . . . , n+ 2009} nie ma liczby pierwszej,

(b) Istnieje takie n ∈ N, »e w±ród liczb {n, n + 1, n + 2, . . . , n + 2009} jest dokªadnie 10 liczb
pierwszych.

4. Dane s¡ liczby a1, a2, . . . , an takie, »e ai ∈ {1,−1} dla i = 1, 2, . . . , n. Ponadto wiemy, »e

a1a2 + a2a3 + · · ·+ an−1an + ana1 = 0

Udowodni¢, »e n jest podzielne przez 4.

5. Niech O1, O2 b¦d¡ okr¦gami przecinaj¡cymi si¦ w dwóch ró»nych puntkach M,N . Niech styczne
do okr¦gów O1, O2 w M przecinaj¡ O2 w B, O1 w A odpowiednio. Niech AN przecina O2 w C,
za± BN przecina O1 w D. Udowodni¢, »e

|AC| = |BD|

6. Danych mamy ci¡g 101 liczb rzeczywistych. Udowodni¢, »e mo»na z niego wyj¡¢ 11-wyrazowy
podci¡g niemalej¡cy, lub 11-wyrazowy podci¡g nierosn¡cy.

Zadania z czwartku

7. Rozpatrujemy wszystkie trapezy ABCD, o podstawach AB i CD, dla których

|AC| = 1, |BD| =
√

3 oraz ∠ABD = 30◦

Wyznacz najmniejsz¡ mo»liw¡ sum¦ dªugo±ci podstaw tego trapezu.

8. Wyznaczy¢ najwi¦kszy mo»liwy iloczyn liczb caªkowitych dodatnich o sumie równej 2009.

9. Baran i Kaczor graj¡ w nast¦puj¡c¡ gr¦. Na pocz¡tku na tablicy napisana jest liczba caªkowita
dodatnia n. W jednym ruchu gracz odejmuje od w napisanej w danym momencie na tablicy liczby
jej dzielnik b¦d¡cy jedynk¡, liczb¡ pierwsz¡, lub iloczynem dwóch (niekoniecznie ró»nych) liczb
pierwszych i wynikiem odejmowania zast¦puje wcze±niejsz¡ liczb¦. Pierwszy ruch wykonuje Baran,
a nast¦pnie gracze wykonuj¡ ruchy na przemian. Wygrywa gracz, który napisze na tablicy liczb¦ 0.
Rozstrzygn¡¢, dla jakich liczb n Baran mo»e zapewni¢ sobie wygran¡, niezale»nie od ruchów Kozªa.

2.3 Zadania trudniejsze dla pocz¡tkuj¡cych (fregaty)

1. Niech a, b b¦d¡ liczbami rzeczywistymi. Udowodnij, »e

a2 + b2 + 1 ≥ ab+ a+ b

2. Trójk¡t 4ABC jest wpisany w okr¡g o. Niech I oznacza ±rodek okr¦gu wpisanego w 4ABC, a
D b¦dzie punktem przeci¦cia dwusiecznej k¡ta ∠BAC z o innym ni» A. Udowodni¢, »e D jest
±rodkiem okr¦gu opisanego na 4BCI.

3. Ile jest ró»nych tablic m × n wypeªnionych liczbami ze zbioru {1,−1} w taki sposób, »e iloczyn
liczb w ka»dej kolumnie i w ka»dym wierszu wynosi −1?

4. W trójk¡t ABC wpisano okr¡g, tak, »e jest on styczny do boku AB w punkcie D. Udowodni¢, »e
okr¦gi wpisane w trójk¡ty ADC i BDC maj¡ punkt wspólny.
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2.4 Zadania trudniejsze dla olimpijczyków (pancerniki)

1. Na obozie naukowym w Serwach uczestnicy rozwi¡zywa¢ b¦d¡ 2008 zada«. Na obóz ten komple-
towana jest kadra. Powiemy, »e osoba A jest niegªupsza od osoby B, je»eli A potra� rozwi¡za¢
wszystkie te zadania, które potra� rozwi¡za¢ B. Powiemy, »e osoba C jest w kadrze zb¦dna, je»eli
istnieje w kadrze inna osoba, która jest niegªupsza od C. Z ilu maksymalnie osób mo»e skªada¢ si¦
kadra, je»eli wiadomo, »e nie zawiera ona zb¦dnych osób?

2. Pokaza¢, »e je»eli x, y, z s¡ liczbami dodatnimi, to zachodzi:

√
y + z

x
+
√
x+ z

y
+
√
x+ y

z
≥ 3

√
6√

x+ y + z

3. Okr¡g o ±rodku w I jest wpisany w trójk¡t 4ABC i jest styczny do AB,BC,CA w L,N,K odpo-
wiednio. PunktM jest ±rodkiem odcinka AC, za± punkt D le»y na przeci¦ciu KI i LN . Udowodni¢,
»e punkty B,D,M s¡ wspóªliniowe.

4. Wykaza¢, »e je»eli a > 3 jest liczb¡ caªkowit¡ nieparzyst¡, to dla dowolnej liczby naturalnej n,
liczba

a2n

− 1

ma co przynajmniej n+ 1 ró»nych dzielników pierwszych.

3 Mecz matematyczny

1. Liczby dodatnie a, b, c speªniaj¡ abc = 1. Udowodnij, »e

a

b
+
b

c
+
c

a
≥ a+ b+ c

2. Udowodnij, »e dla liczb dodatnich a, b, c zachodzi

a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

a+ b
≤ 3

2
a2 + b2 + c2

ab+ bc+ ca

3. W k¡t o wierzchoªku X wpisano okr¦gi o1, o2. Okr¡g s jest styczny zewn¦trznie do o1 w A i do o2
w B. Udowodni¢, »e punkty A,B,X s¡ wspóªliniowe.

4. Okr¡g o ±rodku w O zostaª podzielony przez n > 2 ±rednic na 2n przystaj¡cych fragmentów.
Pokaza¢, »e rzuty dowolnego punktu M 6= O nale»¡cego do wn¦trza okr¦gu na te ±rednice s¡
wierzchoªkami n k¡ta foremnego.

5. Ka»dy punkt pªaszczyzny jest pokolorowany jednym z dwóch kolorów. Udowodni¢, »e istnieje
trójk¡t równoboczny, którego wierzchoªki s¡ jednego koloru.

6. 2009 uczestników obozu naukowego stoi w serwerowni. Odlegªo±ci pomi¦dzy ka»dymi dwoma z nich
s¡ ró»ne. Ka»dy z nich ma jedn¡ piªk¦. Jednocze±nie rzucaj¡ oni piªki, ka»dy najbli»ej stoj¡cemu
uczestnikowi. Udowodni¢, »e »aden uczestnik nie dostanie wi¦cej ni» 5 piªek.

7. Mamy dan¡ tablic¦ n× n, której ka»de pole jest pokolorowane. Wiadomo, »e »adne dwa rz¦dy nie
s¡ pokolorowane jednakowo. Udowodni¢, »e mo»na wykre±li¢ pewn¡ kolumn¦ tak, »e nadal »adne
dwa rz¦dy nie b¦d¡ pokolorowane jednakowo.

8. NiechM b¦dzie liczb¡ caªkowit¡ parzyst¡, a0, a1, a2, . . . , aM−1 b¦d¡ liczbami caªkowitymi daj¡cymi
parami ró»ne reszty z dzielenia przez M , a ci = ai + i dla i = 0, 1, 2, . . . ,M − 1. Udowodnij, »e
istniej¡ takie i 6= j caªkowite, »e ci ≡ cj mod M .

9. Wielomian anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a0 jest taki, »e ai ∈ {−1, 1}. Udowodni¢, »e nie ma on
pierwiatków zawartych w (−∞,−2] ∪ [2,∞).
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10. Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡ nieparzyst¡. Niech

k

l
=

1
1

+
1
2

+ · · ·+ 1
p− 1

gdzie k, l s¡ caªkowite. Udowodni¢, »e p|k.

4 Wykªady

4.1 Okr¦gi i pot¦ga punktu

Teoria

1. K¡t ±rodkowy w okr¦gu to k¡t, którego wierzchoªkiem jest ±rodek danego okr¦gu.

2. K¡t wpisany w okr¡g to k¡t, którego wierzchoªek le»y na okr¦gu, a ramiona zawieraj¡ ci¦ciwy. K¡ty
wpisane oparte na tym samym ªuku s¡ równe.

3. Twierdzenie 4.1 Je»eli k¡t ±rodkowy i wpisany oparte s¡ na tym samym ªuku, to k¡t ±rodkowy ma

miar¦ dwukrotnie wi¦ksz¡, ni» k¡t wpisany.

4. Twierdzenie 4.2 K¡t pomi¦dzy ci¦ciw¡ i styczn¡ przechodz¡c¡ przez koniec tej ci¦ciwy równy jest

poªowie k¡ta ±rodkowego opartego na tej ci¦ciwie.

5. De�nicja 4.3 Niech b¦dzie dany okr¡g o o ±rodku w O i promieniu r oraz punkt A. Niech prosta

k przechodzi przez punkt A i przecina okr¡g o w punktach B i C. Wtedy pot¦g¡ punktu A wzgl¦dem

okr¦gu o nazywamy iloczyn |AB| · |AC|, je»eli punkt A le»y na zewn¡trz okr¦gu i −|AB| · |AC|, je»eli
le»y on wewn¡trz. Iloczyn ten jest niezale»ny od wyboru prostej k. Pot¦ga punktu A jest te» równa

|AO|2 − r2

Zadania

1. Trapez ABCD, w którym AB||CD oraz ∠BCA = 90◦ wpisano w okr¡g o promieniu r. Punkt S
jest ±rodkiem podstawy AB. Udowodni¢, »e |SD| = r.

2. Trójk¡t ABC jest opisany na okr¦gu. Punkty K,L,M s¡ punktami styczno±ci okr¦gu do boków
AB,BC,CA odpowiednio. Wiedz¡c, »e ∠KML = 40◦ i ∠MKL = 60◦, wyznacz k¡ty w trójk¡cie
ABC.

3. Trapez ABCD, w którym AB||CD oraz ∠ABC = α, wpisano w okr¡g o ±rodku w S. Wiedz¡c, »e
∠BAS = β, znajd¹ ∠DSC.

4. W trójk¡cie ABC, w którym |AC| = |BC|, k¡t przy podstawie ma miar¦ 75◦. Udowodnij, »e
podstawa trójk¡ta ma dªugo±¢ równ¡ dªugo±ci promienia okr¦gu opisanego na ABC.

5. U»ywaj¡c oznacze« z punktu pi¡tego teorii, udowodnij, dla punktu A le»¡cego na zewn¡trz o, »e
iloczyn |AB| · |AC| jest niezale»ny od wyboru prostej.

6. Wyka», »e je»eli odcinki AB i CD przecinaj¡ si¦ w E i zachodzi |AE| · |BE| = |CE| · |DE|, to
punkty A,B,C,D le»¡ na jednym okr¦gu.

7. Punkty E,F le»¡ na bokach AC,AB trójk¡ta ABC odpowiednio. Odcinki BE i CF przecinaj¡ si¦
w M i zachodzi |MB| · |ME| = |MC| · |MF |. Udowodnij, »e zachodzi |AE| · |AC| = |AF | · |AB|.
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4.2 Warunki w nierówno±ciach

1. Liczby dodatnie a, b speªniaj¡ a+ b = 1. Udowodni¢, »e

a2 + b2 ≥ 1
2
oraz

√
a+
√
b ≤
√

2

2. Liczby rzeczywiste a, b, c speªniaj¡ a2 + b2 + c2 = 1. Udowodni¢, »e

−1
2
≤ ab+ bc+ ca ≤ 1

3. Udowodni¢, »e je»eli a, b, c s¡ dªugo±ciami boków trójk¡ta, to

a

b+ c− a
+

b

a+ c− b
+

c

a+ b− c
≥ 3

4. Niech a, b, c b¦d¡ dodatnie i abc = 1. Udowodnij, »e

ab+ bc+ ca ≥ 3

5. Liczby a1, a2, . . . , an s¡ dodatnie i takie, »e a1a2 . . . an = 1. Udowodnij, »e

(1 + a1)(1 + a2) . . . (1 + an) ≥ 2n

6. * Niech a, b b¦d¡ liczbami dodatnimi, takimi, »e a+ b = 1. Udowodni¢, »e

a2

a+ 1
+

b2

b+ 1
≥ 1

3

4.3 Zasada szulfadkowa Dirichleta

Teoria

Twierdzenie 4.4 Zasada szu�adkowa Dirichleta Je»eli n+ 1 przedmiotów wkªadamy do n szu�adek, to

w przynajmniej jednej szu�adce b¦d¡ przynajmniej 2 przedmioty.

Zadania

1. Mamy 25 jabªek, ka»de w jednym z 4 gatunków. Udowodni¢, »e mo»na wybra¢ z nich 7 jabªek
jednego gatunku.

2. Udowodni¢, »e w±ród 50 osób pewne 8 urodziªo si¦ w tym samym dniu tygodnia.

3. Zakªadaj¡c, »e czªowiek mo»e mie¢ na gªowie maksymalnie 150 tysi¦cy wªosów wykaza¢, »e w
Biaªystoku (294 tysi¡ce mieszka«ców) pewne 2 osoby maj¡ tyle samo wªosów na gªowie.

4. W pokoju znajduje si¦ 6 osób. Pewne osoby znaj¡ si¦ ze sob¡. Wykaza¢, »e w±ród tych sze±ciu osób
s¡ dwie o tej samej liczbie znajomych.

5. Wykazac, »e w zbiorze n+1 liczb caªkowitych istniej¡ dwie, których ró»nica jest podzielna przez n.

6. Przy okr¡gªym stole ma usi¡±¢ 2009 ambasadorów. Na stole poustawiano proporczyki z nazwiskami,
a nast¦pnie posadzono przy stole ambasadorów, ale tak, »e »aden nie siedziaª na swoim miejscu.
Udowodni¢, »e mo»na tak obróci¢ stóª, »eby przynajmniej 2 ambasadorów siedziaªo na swoich
miejscach.

7. Wykaza¢, »e w±ród naturalnych pot¦g 7 istnieje taka, której zapis dziesi¦tny ko«czy si¦ na 01.
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4.4 Klasy�kacja trójek pitagorejskich

Lemat 4.5 Je»eli liczby caªkowite a, b, c speªniaj¡

a2 + b2 = c2

to co najmniej jedna z liczb a, b jest parzysta.

Dowód:

Lemat 4.6 Je»eli liczby a, b, w, n s¡ caªkowite dodatnie, NWD(a, b) = 1 oraz

ab = wn

to a, b s¡ n-tymi pot¦gami liczb caªkowitych, innymi sªowy istniej¡ takie t, u caªkowite dodatnie, »e

a = tn, b = un

Dowód:

Twierdzenie 4.7 Liczby caªkowite dodatnie a, b, c wzgl¦dnie pierwsze speªniaj¡ równanie

a2 + b2 = c2

wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡ takie m > n caªkowite dodatnie, »e

a = m2 − n2, b = 2mn, c = m2 + n2

lub

a = 2mn, b = m2 − n2, c = m2 + n2

1. ⇐ Po pierwsze, je»eli m,n z tre±ci zadania istniej¡ to a, b, c s¡ caªkowite dodatnie i zachodzi

a2 + b2 = (m2−n2)2 +(2mn)2 = m4− 2m2n2 +n4 +4m2n2 = m4 +2m2n2 +n4 = (m2 +n2)2 = c2

To ko«czy dowód implikacji w lewo .

2. ⇒. Zaªó»my, »e a, b, c ∈ Z+ speªniaj¡ a2 + b2 = c2.

3. Liczby a, b, c s¡ wzgl¦dnie pierwsze , a wi¦c dowolne 2 z liczb a, b, c s¡ równie» wzgl¦dnie pierwsze.
Faktycznie, zaªó»my NWD(a, b) > 1. Istnieje wtedy liczba pierwsza p, taka, »e

p|NWD(a, b)

czyli p|a i p|b, a wi¦c p|a2+b2 = c2, a skoro p jest pierwsza, to p|c i p|NWD(a, b, c) = 1. Sprzeczno±¢.

4. Skoro a, b s¡ wzgl¦dnie pierwsze, to przynajmniej jedna z nich jest nieparzysta. Z lematu wynika
natomiast, »e jedna z liczb a, b musi by¢ parzysta. Zaªó»my, »e 2 6 |a .
Zauwa»my, »e 2 6 |a i 2|b, wi¦c 2 6 |c , czyli

2|c− a i 2|c+ a

Istniej¡ wi¦c k, l caªkowite c− a = 2k, c+ a = 2l.
Jest

b2 = (c− a)(c+ a) = 4kl

Skoro 2|b to mo»emy podstawi¢ b = 2b′, gdzie b′ ∈ Z:

b′2 = kl

Mamy NWD(k, l) = 1
2NWD(c− a, c+ a) = 1

2NWD(c+ a, 2a) = 1
22 = 1.

Z lematu wiemy wi¦c, »e dla pewnych n,m jest

k = n2 i l = m2

Jest wi¦c
b2 = 4kl = 4m2n2 st¡d b = 2mn

2a = (c+ a)− (c− a) = 2m2 − 2n2 st¡d a = m2 − n2

2c = (c+ a) + (c− a) = 2m2 + 2n2 st¡d c = m2 + n2

Oczywi±cie m > n, gdy» 0 < a = m2 − n2. Dowód ⇒ jest wi¦c zako«czony.
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5. Podany dowód klasy�kuje w zasadzie wszystkie trójki pitagorejskie, gdy» ka»da taka trójka powstaje
przez pomno»enie trójki pitagorejskiej zªo»onej z liczb wzgl¦dnie pierwszych przez jaki± mno»nik.

6. Próba podsumowania - dlaczego wªa±nie tak dowodzili±my?
Poni»sze rozumowanie NIE ma nic wspólnego z dowodzeniem, jest to tylko spekulacja, któr¡ przeku¢
mo»na w dowód. Je»eli teza jest prawdziwa, to z tezy mo»emy wyliczy¢ 2m2 = a+ c i 2n2 = a− c,
pozostaje wi¦c udowodni¢, »e uªamki c+a

2 , c−a
2 s¡ caªkowite i s¡ kwadratami liczb caªkowitych. Tak

wªa±nie przebiega dowód.

4.5 Pewne techniki rozwi¡zywania nierówno±ci

1. Udowodnij, »e dla liczb dodatnich a, b, c zachodzi

√
a2bc+

√
ab2c+

√
abc2 + (a+ b+ c)2

√
a+ b+ c

√
abc

≥ 4
√

3

2. Udowodnij, »e dla liczb dodatnich a, b zachodzi

a2 + b2

ab
+

ab

a2 + b2
≥ 5

2

3. * Niech a, b, c b¦d¡ liczbami dodatnimi, takimi, »e abc = 1. Pokaza¢, »e

1
a3(b+ c)

+
1

b3(a+ c)
+

1
c3(a+ b)

≥ 3
2

4. Niech a, b b¦d¡ liczbami dodatnimi, takimi, »e a+ b = 1. Udowodni¢, »e

a2

a+ 1
+

b2

b+ 1
≥ 1

3

5. Wykaza¢, »e dla liczb dodatnich a, b, c, d zachodzi nierówno±¢

a4

a3 + a2b+ b3
+

b4

b3 + b2c+ c3
+

c4

c3 + c2d+ d3
+

d4

d3 + d2a+ a3
≥ a+ b+ c+ d

3

6. Udowodni¢, »e dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c zachodzi nierówno±¢ Nesbitta

a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

a+ b
≥ 3

2

7. Udowodnij, »e dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c zachodzi

a+ b

c
+
b+ c

a
+
a+ c

b
≥ 4

(
a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

a+ b

)
8. Niech n > 3 b¦dzie liczb¡ naturaln¡, a liczby x1, x2, . . . , xn b¦d¡ dodatnie. Udowodnij, »e

n∑
i=1

xi + xi+3

xi+1 + xi+2
≥ n

gdzie suma jest cykliczna, tj. xn+1 = x1, xn+2 = x2, xn+3 = x3.
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4.6 Równania funkcyjne

1. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R→ R speªniaj¡ce

f(x+ y) = f(x2) + f(y2)

2. Funkcja f , okre±lona na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych ró»nych od 0, przyjmuje wszystkie
warto±ci rzeczywiste ró»ne od 1. Ponadto

f(xy) = f(x)f(−y)− f(x) + f(y)

dla dowolnych x, y 6= 0, oraz

f(f(x)) =
1

f( 1
x )

dla ka»dego x /∈ {0, 1}. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f .

3. Wyznaczy¢ wszystkie takie funkcje f , okre±lone na zbiorze wszystkich liczb rzeczywistych i przyj-
muj¡ce warto±ci rzeczywiste, »e dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y zachodzi równo±¢

f(f(x)− y) = f(x) + f(f(y)− f(−x)) + x

4. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R→ R takie, »e

x2f(x) + f(1− x) = 2x− x4

dla wszystkich x ∈ R.

5. Znajd¹ wszystkie funkcje f : Q→ Q speªniaj¡ce równanie

f(x+ y) = f(x) + f(y)

dla wszystkich x, y ∈ Q.

6. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R→ R speªniaj¡ce równanie

f(x− f(y)) = 1− x− y

7. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R→ R ró»nowarto±ciowe oraz speªniaj¡ce równanie

f(f(x) + y) = f(x+ y) + 1

8. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R→ R speªniaj¡ce równanie

f(x+ y)− f(x− y) = 4xy

9. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R→ R speªniaj¡ce równanie

(x− y)f(x+ y) + (x+ y)f(x− y) = 4xy(x2 − y2)

10. Wyznaczy¢ wszystkie funkcje f : R\{0, 1} → R speªniaj¡ce dla x ∈ R\{0, 1} zale»no±¢

f(x) + f

(
1

1− x

)
= x
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4.7 Miejsca geometryczne

1. O podªog¦ i prostopadª¡ do niej ±cian¦ stoi oparta drabina. Nó»ki drabiny przesuwaj¡ si¦ po
podªodze (bez po±lizgu) prostopadle do ±ciany i drabina obsuwa si¦. Na ±rodku drabiny siedzi
kotek (którego traktujemy jako punkt). Udowodni¢, »e w miar¦ opadania drabiny kotek zakre±li w
przestrzeni ªuk okr¦gu.

2. Miejsce geometryczne � w geometrii zbiór punktów speªniaj¡cych zadany warunek, np. pewna kula
mo»e by¢ zde�niowana jako miejsce geometryczne punktów odlegªych nie bardziej ni» o r od ±rodka
ukªadu wspóªrz¦dnych.

3. Na pªaszczy¹nie dane s¡ punkty A,B. Udowodni¢, »e miejscem geometrycznym punktów pªasz-
czyzny równoodlegªych od A,B jest prosta prostopadªa do odcinka AB i przechodz¡ca przez jego
±rodek.

4. W przestrzeni dane s¡ punkty A,B. Udowodni¢, »e miejscem geometrycznym punktów przestrzeni
trójwymiarowej równoodlegªych odA,B jest pªaszczyzna prostopadªa do odcinkaAB i przechodz¡ca
przez jego ±rodek.

5. Na pªaszczy¹nie dany jest trójk¡t ABC. Udowodni¢, »e zbiorem punktów równoodlegªych od pro-
stych AC i BC jest para prostych prostopadªych, przecinaj¡cych si¦ w C. Jak jest w przypadku
przestrzennym?

6. Okr¡g Apoloniusza Na pªaszczy¹nie dane s¡ ró»ne punkty A,B oraz liczba dodatnia k. Udowodni¢,
»e zbiór punktów X pªaszczyzny, speªniaj¡cych

AX

BX
= k

jest

• okr¦giem, je»eli k 6= 1,

• symetraln¡ AB, je»eli k = 1.

7. Niech o b¦dzie okr¦giem Apoloniusza dla danych A,B, k 6= 1 przy czym punkt A le»y na zewn¡trz
o. Z punktu A poprowadzono styczne AP,AQ do okr¦gu o. Udowodni¢, »e B jest ±rodkiem odcinka
PQ.

8. W czworok¡cie ABCD miara k¡ta wewn¦trznego przy wierzchoªku A jest wi¦ksza od 180◦ oraz
zachodzi równo±¢

AB · CD = AD ·BC

Punkt P jest symetryczny do punktu A wzgl¦dem prostej BD. Udowodni¢, »e ∠PCB = ∠ACD.

9. * Dany jest czworok¡t ABCD, w którym AB i CD nie s¡ równolegªe. Niech X b¦dzie zbiorem
punktów X takich, »e [XAB] + [XCD] = 1

2 [ABCD], gdzie [Y] oznacza pole �gury Y. Znale¹¢ X .

4.8 Metoda ekstremum

1. Materiaªy wzi¦te z http://www.mimuw.edu.pl/~sem/konferencja-kmp2008/materialy/guzicki.
pdf (9 zada«)

4.9 Kurs trudnego udowadniania liniowo±ci ukªadów :)

1. Materiaªy na http://21wdw.staszic.waw.pl/ktulu/
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