
Do boju (na trudniejszym odcinku walk)

10 lutego 2009

1. Wykaza¢, »e dla dowolnych liczb a, b > 0 zachodzi

a3b+ ab3 + 2a3 + 2b3 + 2 ≥ 2a2b+ 2ab2 + a2 + b2 + 2ab

Rozwi¡zanie: W tej nierówno±ci skorzystamy ze ±redniej wa»onej (cho¢ tylko dla wag wymiernych).
Spróbujmy poskªada¢ z lewej strony praw¡ (nierówno±¢ nie ma jednego stopnia, wi¦c wi¦kszo±¢
nierówno±ci si¦ nie przyda).
Wyraz a2 mo»emy zªo»y¢ tylko z tego, co nie ma b, z a3 i 2. Ze ±redniej wa»onej chcemy uzyska¢
a2, wa»¡c αa3 + (1− α). Mamy αa3 + (1− α) ≥ a3α. Bierzemy wi¦c α = 2
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Druga nierówno±¢ wytworzona jest analogicnie do pierwszej. Id¹my dalej: chcemy teraz pozby¢ si¦
z lewej strony a3b i ab3 (bo a3, b3 s¡ znacznie por¦czniejsze), robi¡c z nich (z lekkich dodatniem
wody w postaci staªej 1), pi¦kne danie a2b. Mamy αa3b+βab3 +(1−α+β) ≥ a3α+βb3β+α. Chcemy
3α+ β = 2, 3α+ β = 1. Obliczamy α = 5
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Chcemy oczywi±cie, maj¡c zamiªowanie do porz¡dku, upiec tyle samo a2b, co ab2. Na jedn¡ porcj¦
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Koniec, mo»na siada¢ do stoªu.
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2. Na przyj¦ciu w krainie Baranów, Dymówek, Kaczek, Koników i Maªp jest n dziewcz¡t i n czªopców.
Ka»da dziewczyna lubi r chªopców, a ka»dy chªopiec lubi s dziewcz¡t. Udowodni¢, »e je»eli r+s > n,
to istnieje para, która lubi si¦ nawzajem, a je»eli r + s ≤ n to mo»e by¢ tak, »e ka»de uczucie jest
nieodwzajemnione.
Rozwi¡zanie: W rozwi¡zaniach tego testu dla grupy mªodszej.

3. Znale¹¢ wszystkie takie trójki liczb caªkowitych dodatnich wi¦kszych od 1 takich, »e kwadrat ka»dej
z nich pomniejszony o jeden jest podzielny przez ka»d¡ z pozostaªych.
Rozwi¡zanie: Nazwijmy 3 liczby z zadania przez a, b, c. Zauwa»my, »e a, b, c s¡ parami wzgl¦dnie
pierwsze (tj. ka»da para z tych liczb jest wzgl¦dnie pierwsza). Faktycznie, niech np. d|a, b. Wtedy,
skoro a|b2 − 1, to d|b2 − 1 i d|b2, czyli d| − 1, d = 1, dla pozostaªych par analogicznie.
Skoro liczby s¡ wzgl¦dnie pierwsze, to np. a|b2 − 1 i c|b2 − 1 implikuje ac|b2 − 1. Mamy wi¦c:

ab|c2 − 1, ac|b2 − 1, bc|a2 − 1

Niech, bez straty ogólno±ci, bo podzielno±ci s¡ cykliczne, c = min(a, b, c). Mamy ab|c2− 1 i ab, c2−
1 > 0, wi¦c ab ≤ c2 − 1. Ale a ≥ c i b ≥ c, czyli ab ≥ c2 > c2 − 1. Sprzeczno±c dowodzi, »e takich
trójek liczb nie ma.

4. Odcinki AD,BE,CF s¡ wysoko±ciami trójk¡ta ostrok¡tnego ABC, za± H jest jego ortocentrum
(punktem przeci¦cia wysoko±ci). Prosta przechodz¡ca przez E i ±rodek odcinka CH przecina odci-
nek CD w punkcie T , za± odcinki DF i BH przecinaj¡ si¦ w S. Udowodnij, »e ST ⊥ AB.
Rozwi¡zanie: Nieco inne ni» na kóªku, dzi¦ki uproszczeniom Endrju.
Wystarczy, »e poka»emy, »e ST ||CF . Zrobimy to u»ywaj¡c tw. Talesa.
Oznaczmy ∠BAC = α, ∠ACB = γ. Pamietamy (por. mªodsze zadania), »e na AEHF , CEHD,
BFHD da si¦ opisa¢ okr¦gi, oraz, »e CEH jest prostok¡tny.
Obliczamy ∠DFB = 90◦ − ∠DFH = 90◦ − ∠DBH = γ, ∠SBF = 90◦ − α, ∠CEM = ∠ECM =
90◦ − α. St¡d, »e cechy k¡t-k¡t-k¡t:

4CET ' 4FBS

St¡d wynika CT
CE = FS

BF . Dalej ∠FDB = ∠FHB = ∠CHE = ∠CDE, st¡d

4CED ' 4FBD

St¡d CD
CE = FD

BF . Dziel¡c przez to stronami CT
CE = FS
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To ko«czy dowód.
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