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1. Wykaza¢, »e je±li a + b + c = 1 oraz a, b, c > 0 to

a4 + b4 + c4 ≥ 1
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Rozwi¡zanie: Z nierówno±ci pomi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ i kwadratow¡ dla liczb a2, b2, c2
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Z nierówno±ci pomi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ i kwadratow¡ dla liczb a, b, c jest√
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St¡d i z zaªo»enia mamy
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Po podniesieniu do 4. pot¦gi i pomno»eniu obu stron przez 3 dostajemy tez¦.

2. Na przyj¦ciu w krainie Baranów, Dymówek, Kaczek, Koników i Maªp jest n dziewcz¡t i n czªop-
ców. Ka»da dziewczyna lubi r chªopców, a ka»dy chªopiec lubi s dziewcz¡t. Udowodni¢, »e je»eli
r + s > n, to istnieje para, która lubi si¦ nawzajem, a je»eli r + s ≤ n to mo»e by¢ tak, »e ka»de
uczucie jest nieodwzajemnione.
Rozwi¡zanie: Niech aij mówi, czy czªopak i lubi dziewczyn¦ j: aij = 1 je»eli lubi, a 0 inaczej.
Analogicznie niech bji mówi, czy dziewczyna j lubi chªopaka i.
Liczb aij i bji jest po n2. W±ród tych liczb jest (r + s)n jedynek i reszta zer.
Je»eli dla wszystkich par (i, j) byªoby uczucie nieodwzajemnione, to aij = 0 ∨ bji = 0. Wtedy mie-
liby±my najwy»ej n2 jedynek (bo w ka»dej z n2 rozª¡cznych par liczb aij , bji jest najwy»ej jedna 1),
czyli (r + s)n ≤ n2, r + s ≤ n. To za± pokazuje (rozumujemy przez zaprzeczenie), »e je±li r + s > n,
to istnieje para, która lubi si¦ nawzajem.
Musimy teraz znale¹¢, dla dowolnych n, r, s : r + s ≤ n, takie ustawienie lubie«, »e »adne uczucie
nie jest odwzajemnione.
Je»eli r = 0 lub s = 0, to ªatwo da si¦ je znale¹¢. Zaªó»my dalej, »e r, s > 0.
Niech chopcy i dziewczyny b¦d¡ ponumerowani od 0 do n− 1. Niech b¦dzie tak, »e chªopak i lubi
dziewczyny i, i + 1 mod n, i + 2 mod n, · · · , i + s − 1 mod n (ew. »adnej, je»eli s = 0) i niech
dziewczyna j lubi chªopców j + 1 mod n, j + 2 mod n, · · · , j + r mod n.
W tym ustawieniu ka»dy chªopak lubi s dziewczyn i ka»da dziewczyna lubi r chªopców. Ponadto
ka»de lubienie jest nieodwzajemnione. Faktycznie zaªó»my, »e i, j s¡ takie, »e chªopak i lubi dziew-
czyn¦ j. St¡d

j ∈ {i, i + 1 mod n, i + 2 mod n, · · · , i + s− 1 mod n}

Niech j = i + k mod n. �eby dziewczyna j lubiªa chªopaka i musi by¢ i ∈ {j + 1 mod n, j + 2
mod n, · · · , j+r−1 mod n}, czyli i ∈ {i+k+1 mod n, i+k+2 mod n, · · · , i+k+r−1 mod n},
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czyli 0 ∈ {k+1 mod n, k+2 mod n, · · · , k+r−1 mod n}. Ale k ≥ 0 i k+r ≤ r+s−1 < n. St¡d
w ci¡gu (k + 1, k + 2, · · · , k + r− 1) nie ma liczby podzielnej przez n, wi¦c 0 6∈ {k + 1 mod n, k + 2
mod n, · · · , k + r − 1 mod n}. Sprzeczno±¢ dowodzi, »e ka»de uczucie jest nieodwzajemnione.

3. Rozstrzygnij, czy istnieje taki ci¡g liczb naturalnych (an), »e dla dowolnej liczby naturalnej k w
ci¡gu a1 + k, a2 + k, · · · jest sko«czenie wiele liczb pierwszych.
Rozwi¡zanie: To zadanie byªoby zbyt trudne gdyby nie istniaª, bo jak udowodni¢, »e co± jest
pierwsze, wi¦c istnieje.
Najprostszym sposobem na zapewnienie, »e ai + k nie jest pierwsze, jest k|ai. Zgodnie z t¡ ide¡
bierzemy ai = i!. W ten sposób dla k > 1 na pewno wyrazy ak +k = k!+k, ak+1 = (k +1)!+k, · · ·
b¦d¡ podzielne przez k, wi¦c wszystko gra. Zostaje przypadek k = 1.
Zauwa»my, »e je»eli we¹miemy ak = k!q, q ∈ Z+, to nic si¦ wy»ej nie psuje. Chcemy tak dobra¢
q, »e ak + 1 = k! + 1 nie jest pierwsze. Mo»na to zrobi¢ np. bior¡c ak = (k!)3. Wtedy ak + 1 =
(k!)3 + 13 = (k! + 1)((k!)2 − k! + 1), co na pewno jest pierwsze, je»eli tylko (k!)2 − k! + 1 > 1, co
zachodzi dla k > 1.

4. Niech ABC b¦dzie trójk¡tem ostrok¡tnym, AD,BE, CF jego wysoko±ciami, a H punktem przeci¦-
cia tych wysoko±ci. Udowodnij, »e ∠EFH = ∠DFH (z czego wynika, »e H jest ±rodkiem okr¦gu
wpisanego w DEF ).
Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e na czworok¡cie AEHF da si¦ opisa¢ okr¡g. Faktycznie ∠AEH = 90◦

i ∠AFH = 90◦, wi¦c ∠AEH + ∠AFH = 180◦, co ju» gwarantuje, »e okr¡g da si¦ opisa¢. Analo-
gicznie okr¡g da si¦ opisa¢ na BFHD.
Z równo±ci k¡tów wpisanych w okr¡g i opartych na tym samym ªuku mamy

∠EFH = ∠EAH, ∠DFH = ∠DBH

Ponadto mamy ∠EAH = ∠CAD = 90◦ − ∠ACB (bo ∠ADC = 90◦). Analogicznie ∠DBH =
90◦ − ∠ACB, co ju» dowodzi równo±ci k¡tów ∠EFH i ∠DFH.
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