
To ju» koniec...

Ostatnia seria przygotowawcza

1. Niech n, m ∈ Z+ b¦d¡ takie, »e NWW (m, n) + NWD(m, n) = m + n. Udowodnij, »e jedna z tych
liczb dzieli drug¡.
Rozwi¡zanie: Niech n ≥ m (wszystko jest symetryczne, wi¦c mo»na to zaªo»y¢). Jest NWW (m, n) =
n · q. Je»eli q ≥ 2, to NWW (m, n) ≥ 2n ≥ n+m, wi¦c NWW (m, n)+NWD(m, n) > m+n. St¡d
q = 1, co dowodzi, »e NWW (n, m) = n, a wi¦c m|n.

2. Dane s¡ 2 rozª¡czne zbiory A i B, których sum¡ jest Z+. Udowodni¢, »e dla ka»dej liczby naturalnej
n istniej¡ takie liczby naturalne a, b wi¦ksze od n, »e {a, b, a + b} jest zawarte w A lub zawarte w
B. (Wskazówka: Najpierw znajd¹ jakiekolwiek takie liczby :)
Rozwi¡zanie: Znajd¹my najpierw jakiekolwiek liczby speªniaj¡ce.
Zaªó»my, »e 1 ∈ A. Gdyby 2 ∈ A, to {1, 1, 2} ⊂ A, wi¦c znale¹li±my. Zaªó»my 2 ∈ B. Gdyby 4 ∈ B,
to {2, 2, 4} ⊂ B, wi¦c te» znale¹li±my. Zaªó»my 4 ∈ A. 1, 4 ∈ A, st¡d gdyby 5 ∈ A, to {1, 4, 5} ⊂ A,
st¡d 5 ∈ B.
Gdyby 3 ∈ A, to {1, 3, 4} ⊂ A.
Gdyby 3 ∈ B, to {2, 3, 5} ⊂ B.
Z powy»szego wynika, »e zawsze znajdziemy tak¡ trójk¦ liczb.
Rozwa»my zbiór liczb {n + 1, 2(n + 1), 3(n + 1), · · · }. Caªe poprzednie rozumowanie przenosi si¦ na
ten zbiór, wi¦c znajdziemy w nim liczby a, b takie, »e {a, b, a + b} zawarte jest w którym± z A, B.
Oczywi±cie te liczby b¦d¡ wi¦ksze od n, bo wszystkie liczby z tego zbioru s¡ wi¦ksze od n.

3. Udowodnij, »e dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c zachodzi
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Rozwi¡zanie: Mamy
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Mo»na to równie» udowodni¢ za pomoc¡ ci¡gów jedno-monotonicznych.
St¡d
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Niech x = 3
a+b+c . Mamy do udowodnienia nierówno±¢
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czyli 1 + x2 ≥ 2x. Jest ona równowa»na (x− 1)2 ≥ 0.

4. (*?) Dany jest trójk¡t ABC, w którym ∠ACB = 90◦. Niech M b¦dzie ±rodkiem przeciwprosto-
k¡tnej AB, H spodkiem (punktem przeci¦cia z AB) wysoko±ci poprowadzonej z C, a P punktem
wewn¡trz trójk¡ta, takim, »e |AP | = |AC|. Udowodni¢, »e PM jest dwusieczn¡ (wewn¦trzn¡) k¡ta
∠BPH wtedy i tylko wtedy, gdy ∠BAC = 60◦.
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