
Przygotowanie do OMa 3.

1. Niech ABCD b¦dzie czworok¡tem wypukªym takim, »e okr¦gi wpisane w trójk¡ty ABC i ADC
maj¡ punkt wspólny. Udowodni¢, »e w ABCD mo»na wpisa¢ okr¡g.
Rozwi¡zanie:
W czworok¡t ABCD mo»na wpisa¢ okr¡g wtedy i tylko wtedy, gdy

|AB|+ |CD| = |AD|+ |BC|

Oznaczmy punkty styczno±ci okr¦gu wpisanego w ABC do AB, BC, CA jako E,F, X odpowiednio.
Oznaczmy punkty styczno±ci okr¦gu wpisanego w ADC do CD, AD,DC jako G, H, Y odpowiednio.
Wtedy |AB| = |AE|+ |BF |, |BC| = |BF |+ |CF |, |CD| = |CG|+ |GD|, |AD| = |DH|+ |HA|.
Ponadto z równo±ci stycznych jest |AE| = |AX|, |BE| = |BF |, |CF | = |CX|, |CG| = |CY |,
|DG| = |DH|, |AH| = |AY |. Mamy wi¦c:

|AB|+ |CD| = |AD|+ |BC| ⇔ |AX|+ |CY | = |AY |+ |CX| ⇔ 2|AB| = 2|AY |+ 2|CX|

Mamy |AY |+ |CX| = |AB| ⇔ X = Y , co ko«czy ten nudny dowód.

2. Udowodni¢, »e je±li p jest nieparzyst¡ liczb¡ pierwsz¡, m, n ∈ Z+ i m
n = 1 + 1

2 + 1
3 + · · · + 1

p−1 , to

p|m.
Rozwi¡zanie:
Zauwa»my, »e wystarczy rozwa»a¢ sytuacj¦, gdy m

n jest zredukowany, czyli gdy NWD(m, n) -
wszystkie inne mo»liwe do otrzymania po lewej stronie uªamki mo»na otrzyma¢ przez przemno»enie
licznika i mianownika przez liczb¦, co nie zmienia tezy.

Wymnó»my obie strony równania przez (p−1)!. Po lewej stronie otrzymamy m (p−1)!
n , gdzie n|(p−1)!

(bo uªamek zredukowany), czyli (p−1)!
n ∈ Z. Po prawej stronie otrzymamy liczb¦ (p−1)!

1 + (p−1)!
2 +· · ·+

(p−1)!
p−1 . Zauwa»my, »e liczby (p−1)!

k , (p−1)!
l daj¡ ró»ne reszty z dzielenia przez p, gdy 0 < k < l < p−1.

Gdyby bowiem byªo (p−1)!
k ≡ (p−1)!

l ( mod p), to (p − 1)!(l − k) ≡ 0( mod p), czyli p|k − l -
sprzeczno±¢.

Ponadto »adna z liczb (p−1)!
k nie daje reszty 0 z dzielenia przez p. Skoro tych liczb p− 1, to musz¡

one dawa¢ wszystkie mo»liwe niezerowe reszty z dzielenia przez p, st¡d prawa strona daje reszt¦

1 + 2 + · · · + p − 1 = p(p−1)
2 , czyli (p - nieparzyste) reszt¦ 0. Lewa strona musi wi¦c tak»e da¢ t¦

reszt¦, wi¦c p|m (p−1)!
n , czyli p|m.

3. Trójk¡t ABC jest ostrok¡tny. Na jego bokach, po zewn¦trznej stronie dobudowano trójk¡ty równo-
boczne BCD, CAE, ABF . Udowodni¢, »e proste AD, BE, CF przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie.
Rozwi¡zanie:
Kluczowe jest spostrze»enie (rysunkowe), »e przez punkt przeci¦cia tych prostych przechodz¡ te»
okr¦gi opisane na równobocznych trójk¡tach BCD, CAE, ABF .
Teraz to ju» tylko kwestia odpowiedniego zde�niowania punktu przeci¦cia.
Wiemy, »e »aden z k¡tów ABC nie jest równy 120◦. Wtedy »adne 2 okr¦gi opisane na BCD,
CAE, ABF nie s¡ styczne (sprawd¹!). We¹my P - drugi (nie B) punkt przeci¦cia okr¦gów
opisanych na ABF i BCD. Wtedy mamy ∠APB = 120◦ i ∠BPC = 120◦, st¡d ∠APC =
360◦ − ∠APB − ∠BPC = 120◦, st¡d ∠APC + ∠ADC = 180◦, wi¦c P le»y na okr¦gu opisa-
nym na ACD.
We¹my prost¡ AD. Mamy ∠APB = 120◦ i ∠BPD = 60◦ (k¡ty wpisane), wi¦c ∠APD = 180◦,
st¡d P le»y na AD. Analogicznie P le»y na BE i CF . P nazywamy punktem Toriciellego. W
rzeczywisto±ci teza zachodzi dla dowolnych trójk¡tów.
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4. Rozstrzygn¡¢, czy istniej¡ 2 takie ró»ne liczby 2k, 2l (k, l ∈ Z+), »e maj¡ one tyle samo cyfr oraz
jedna powstaje z drugiej przez permutowanie cyfr.
Rozwi¡zanie:
Zaªó»my, »e k > l. Wtedy 2k > 2l. Z drugiej strony te liczby maj¡ tyle samo cyfr, wi¦c musi by¢
2k < 10 · 2l, czyli musi by¢ k = l + 1 albo k = l + 2 albo k = l + 3.
Co si¦ nie zmienia przy zamianie cyfr? Reszty z 9 oczywi±cie.

Popatrzmy na reszty z dzielenia przez 9 liczb postaci 2k. Mamy
k 0 1 2 3 4 5 6
2k mod 9 1 2 4 8 7 5 1

St¡d wnosimy, »e nie ma liczb postaci 2k i 2l, takich, »e l < k < l + 4 i 2k ≡ 2l( mod 9) (bo reszty
s¡ ró»ne dla 6 kolejnych liczb).
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