
Zadanka do OMa 2., troch¦ wi¦cej ni» ostatnio

1. Dany jest trójk¡t ostrok¡tny ABC. Niech O b¦dzie ±rodkiem okr¦gu opisanego na ABC, M b¦dzie
±rodkiem ci¦»ko±ci ABC, za± H b¦dzie ortocentrum (punktem przeci¦cia wysoko±ci) ABC. Niech
ponadto D,E, F b¦d¡ ±rodkami boków BC, CA, AB odpowiednio.

(a) Udowodnij, »e O pokrywa si¦ z ortocentrum trójk¡ta DEF .

Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e mamy AE
AF =

1
2 AB
1
2 AC

= AB
AC , wi¦c z tw. Talesa EF ||BC (i tak

samo DE||AB i FD||AC).
Wiemy, »e O le»y na przeci¦ciu symetralnych boków ABC. We¹my symetraln¡ boku AB.
Przechodzi ona przez punkt F i jest prostopadªa do AB, a wi¦c jest te» prostopadªa do DE,
jest wi¦c wysoko±ci¡ w DEF spuszczon¡ z wierzchoªka F .
Analogicznie pozostaªe symetralne s¡ wysoko±ciami O le»y na przeci¦ciu wysoko±ci w DEF ,
wi¦c O to ortocentrum DEF .

(b) Wyka», »e M pokrywa si¦ ze ±rodkiem ci¦»ko±ci DEF .
Rozwi¡zanie: Oznaczmy jako G punkt przeci¦cia ±rodkowej AD z EF . Wiemy, »e EF ||BC,
st¡d GE||DC i GF ||DB, wi¦c z tw. Talesa

GE

DC
=

AE

AC
=

1
2

GF

DB
=

AF

AB
=

1
2

St¡d oraz z faktu, »e DB = DC mamy GE
GF = GE

DC
DB
GF = 2 · 1

2 = 1. G jest wi¦c ±rodkiem EF ,
wi¦c ±rodkowa GD pokrywa si¦ ze ±rodkow¡ AD, st¡d M pokrywa si¦ z ±rodkiem ci¦»ko±ci
DEF .

(c) Udowodnij, »e ±rodek okr¦gu opisanego na DEF pokrywa si¦ ze ±rodkiem odcinka OH. Wska-
zówka: na przeci¦ciu których prostych le»y ten ±rodek?
Pierwszy sposób: Udowodnimy, »e symetralne w trójk¡cie DEF przechodz¡ przez ±rodek
odcinka OH. A ±ci±lej udowodnimy to, bez straty ogólno±ci, dla symetralnej boku EF .
Niech X oznacza rzut A na EF a Y oznacza rzut O na EF . Wiemy, »e prosta prostopadªa do
EF i przechodz¡ca przez ±rodek odcinka XY przechodzi przez ±rodek odcinka OH (z Talesa).
Chcieliby±my zatem, »eby ±rodek odcinka XY byª ±rodkiem EF i to ju» wystarcza, »eby udo-
wodni¢ tez¦.
�rodek odcinka XY jest ±rodkiem EF wtedy i tylko wtedy, gdy XF = Y E. Zauwa»my, »e
AX||DY (obie s¡ prostopadªe do EF ) i DE||AF . St¡d (i z tego, »e punkty E,F le»¡ po
przeciwnych stronach AD) mamy ∠XAF = ∠EDY . Ponadto ∠AXF = ∠DY E = 90, wi¦c
4AXF ∼ 4DY E (cecha kkk) a ponadto AF = DE = 1

2AB, wi¦c 4AXF ≡ 4DY E i
XF = Y E, co ju» dowodzi tezy.
Drugi sposób: Rozwa»my jednokªadno±¢ J o ±rodku w M i skali − 1

2 (o jednokªadno±ci b¦dzie
na którym± z najbli»szych kóªek). Wiemy, »e ±rodkowe przecinaj¡ si¦ w stosunku 2 : 1, wi¦c
mamy np. 2DM = MA i D,A le»¡ po ró»nych stronach M , st¡d J(A) = D. Analogiczne
J(B) = E i J(C) = F , wi¦c J(ABC) = J(DEF ).
Ortocentrum trójk¡ta w jednokªadno±ci przechodzi na ortocentrum (bo wysoko±ci przecho-
dz¡ na siebie), wi¦c J(H) = O, st¡d O,M, H - wpsóªliniowe (le»¡ na tzw. prostej Eulera) i
MH = 2MO. �rodki okr¦gów te» przechodz¡ na siebie, wi¦c O przechodzi na ±rodek okr¦gu
DEF . Ale z de�nicji jednokªadno±ci O przechodzi na punkt O∗ le»¡cy na prostej OM , po innej
stronie M ni» O i taki, »e MO = 2MO∗. Mamy OO∗ = 2MO−MO∗ = MH −MO∗ = HO∗,
co dowodzi tezy.
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(d) Powy»sze 3 podpunkty licz¡ si¦ jako 3 zadania.

2. Wykaza¢, »e je»eli ABCD jest prostok¡tem i P le»y na okr¦gu opisanym na ABCD, to PA2+PC2 =
PB2 + PD2.
Rozwi¡zanie: Zauwa»my, »e ∠APC = ∠BPD = 90, wi¦c, z Pitagorasa PA2 + PC2 = AC2 =
BD2 = PB2 + PD2. Zaªo»enie, »e P nale»y do okr¦gu opisanego upraszcza spraw¦, ale jest zb¦dne
- teza zachodzi dla ka»dego P na pªaszczy¹nie.

3. Znale¹¢ wszystkie takie n ∈ Z+, »e 5 6 |n i n4 + 4n jest liczb¡ pierwsz¡.
Rozwi¡zanie: Je»eli 2|n, to 2|n4 + 4n i n4 + 4n > 2, wi¦c na pewno nie jest to liczba pierwsza.
Niech n = 2k + 1 (k ∈ Z+ ∪ {0}). Dla 5 6 |n mamy n4 ≡ 1( mod 5) (mo»na policzy¢ 4 reszty albo z
tw. Fermata) oraz 4n = 16k ·4 ≡ 1k ·4 = 4( mod 5), wi¦c 5|n4 +4n, a dla n > 1 mamy 4n +n4 > 5,
wi¦c dla n > 1 nie otrzymamy liczby pierwszej. Dla n = 1 faktycznie otrzymujemy liczb¦ pierwsz¡
5.

4. Jest tylko 5 zada«, wi¦c obni»am próg na chaªw¦: trzeba rozwi¡za¢ 3/5, »eby j¡ dosta¢. Powodzenia.
Mam nadziej¦, »e »adnego bª¦du nie ma, jak co± zauwa»ycie, to od razu krzyczcie.
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