
Pot¦ga punktu

1.1 Teoria

Twierdzenie 1.1 (o siecznych, o stycznej) Dany jest okr¡g o
o ±rodku O i promieniu R oraz punkt P . Je»eli prosta l przechodzi
przez P i przecina okr¡g o w (niekoniecznie ró»nych) punktach A
i B, to iloczyn |PA| · |PB| nie zale»y od wyboru l, a dokªadniej

|PA| · |PB| =
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De�nicja 1.2 (pot¦ga punktu) Przy powy»szych oznaczeniach liczb¦ (by¢ mo»e ujemn¡!) |PO|2 −R2

nazywamy pot¦g¡ punktu P wzgl¦dem o i oznaczamy p(P, o).

Wniosek 1.3

1. p(P, o) < 0 gdy P le»y we wn¦trzu koªa o brzegu o, p(P, o) = 0 gdy P le»y na o oraz p(P, o) > 0,
gdy P le»y poza o.

2. przy oznaczeniach twierdzenia (nadal dla dowolnej prostej) mamy

p(P, o) = −|PA| · |PB| gdy P le»y wewn¡trz o
p(P, o) = |PA| · |PB| inaczej

3. Je»eli P le»y poza okr¦giem o, to p(P, o) jest kwadratem dªugo±ci stycznej do o przechodz¡cej przez P .

Twierdzenie 1.4 Ustalmy dwa niewspóª±rodkowe okr¦gi o1, o2
o ±rodkach O1, O2. Zbiór punktów P takich, »e p(P, o1) = p(P, o2)
jest prost¡ prostopadª¡ do O1O2; nazywamy j¡ osi¡ pot¦gow¡

okr¦gów o1, o2.

Wniosek 1.5 Je»eli okr¦gi przecinaj¡ si¦, to prosta przechodzi przez
punkty przeci¦cia.

Twierdzenie 1.6 (** Brianchona) Je»eli w sze±ciok¡t ABCDEF da si¦ wpisa¢ okr¡g to przek¡tne
AD,BE,CF maj¡ punkt wspólny.

1.2 Zadania

1. Uzasadnij, »e zbiór punktów maj¡cych pot¦g¦ wzgl¦dem danego okr¦gu o równ¡ p > 0 jest okr¦giem.

2. Eliminacje do PTM � przypomnienie.

Dane s¡ okr¦gi O1, O2, przecinaj¡ce si¦ w punktach A,B. Punkt P le»y na prostej AB, proste PX,
PY s¡ styczne do O1, O2 odpowiednio. Uzasadni¢, »e ∠PXY = ∠PY X.

3. Twierdzenie 1.7 (Kryterium wspóªokr¦gowo±ci) Je»eli punkty S,A,B oraz S,C,D le»¡ od-
powiednio na dwu póªprostych o pocz¡tku w S to A,B,C,D le»¡ na jednym okr¦gu wtedy i tylko
wtedy, gdy |SA| · |SB| = |SC| · |SD|.

4. Uzasadnij, »e teza poprzedniego twierdzenia zachodzi równie», gdy S le»y na odcinkach AB i CD.

5. Punkty E,F le»¡ na bokach AC,AB trójk¡ta ABC odpowiednio. Odcinki BE i CF przecinaj¡ si¦
w M i zachodzi MB ·ME = MC ·MF . Udowodnij, »e zachodzi AE ·AC = AF ·AB.



6. Dane s¡ okr¦gi o1, o2 oraz punkt P . Póªproste k i l maj¡ pocz¡tek w P i przecinaj¡: k okr¡g o1
w A,B, za± l okr¡g o2 w C, D (A 6= B, C 6= D). Udowodni¢, »e na A,B,C,D da si¦ opisa¢ okr¡g
wtedy i tylko wtedy, gdy P le»y na osi pot¦gowej o1 i o2.

7. Okr¦gi o1, o2 przecinaj¡ si¦ w punktach K i L i s¡ styczne wewn¦trznie do okr¦gu o w punktach
A,B odpowiednio, przy czym promie« o jest wi¦kszy od promieni o1 i o2. Prosta k jest styczna
zewn¦trznie do o1 i o2 odpowiednio w punktach C i D. Proste AC i BD przecinaj¡ si¦ w S.
Wykaza¢, »e K,L, S s¡ wspóªliniowe.

Niedªugo (ale nie teraz ;) udowodnimy, »e (co najmniej w cz¦±ci przypadków) punkt S le»y na o.

1.3 O± pot¦gowa

1. Je±li okr¦gi o1, o2, o3 s¡ takie, »e o1 ∩ o2 = {A,B}, o2 ∩ o3 = {C,D}, o3 ∩ o1 = {E,F}, to proste
AB,CD,EF albo s¡ wszystkie równolegªe, albo przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie.

2. Uzasadnij, »e wysoko±ci w trójk¡cie ABC przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie.

Rozwa» okr¦gi o ±rednicach AB, BC, CA.

3. * W sze±ciok¡cie wypukªym ABCDEF mamy równo±ci odcinków: FA = AB, BC = CD, DE =
EF . Udowodni¢, »e wysoko±ci trójk¡tów ABC, CDE, EFA, poprowadzone odpowiednio z wierz-
choªków B,D,F przecinaj¡ si¦ w jednym punkcie. Rozwa» odp. okr¦gi.

4. * Nieprostopadªe przek¡tne AC i BD czworok¡ta wypukªego ABCD przecinaj¡ si¦ w punkcie
E. Wykaza¢, »e prosta przechodz¡ca przez ortocentra BCE i ADE jest prostopadªa do prostej
przechodz¡cej przez ±rodki odcinków AB i CD.

Wsk.: udowodni¢, »e ortocentra le»¡ na osi pot¦gowej okr¦gów, których ±rednicami s¡ AB i CD.


