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1.1 Powtórzenie teorii

Reszty modulo n Cel: chcemy stwierdzi¢, czy równanie ma rozwi¡zanie w liczbach caªkowitych. Mo-
gliby±my sprawdzi¢ wszystkie, ale jest ich niesko«czenie wiele. . . Natomiast reszt z dzielenia przez n jest
sko«czenie wiele, wi¦c mo»emy sprawdzi¢ wszystkie.

Na resztach da si¦ sensownie dziaªa¢: je»eli a ≡ b i c ≡ d (wszystko mod n) to

a+c ≡ b+d mod n a−c ≡ b−d mod n, ac ≡ bd mod n, am ≡ bm mod n dla ka»dego m ∈ Z+

Z dzieleniem trzeba ostro»nie: mamy 2 · 2 ≡ 4 · 2 mod 4, ale 2 6≡ 4 mod 4. Jednak:

je»eli NWD(a, n) = 1 i ak ≡ al mod n, to k ≡ l mod n.

Udowodnili±my tak»e

Twierdzenie 1.1 (Maªe twierdzenie Fermata). Je»eli p jest liczb¡ pierwsz¡, a a jest caªkowite, to

ap ≡ a mod p.

Je»eli p 6
∣∣a, to ap−1 ≡ 1 mod p, innymi sªowy a ·ap−2 ≡ 1 mod p, wi¦c ap−2 mo»emy NIEFORMALNIE

(na razie) traktowa¢ jako �a−1 mod p�. Kiedy± mo»e poka»emy, »e to ma sens, a je±li nie, to na studiach.

1.2 Zadania

Zadanie 1

Poka», »e je»eli p jest pierwsza, to jedynymi rozwi¡zaniami równania x2 ≡ 1 mod p s¡ 1 mod p i −1
mod p (tzn. ka»da liczba caªkowita x speªniaj¡ca x2 ≡ 1, przystaje do 1 lub −1 modulo p).

Podaj przykªad, »e bez zaªo»enia, »e p jest pierwsza, teza zadania nie byªaby prawdziwa.

Zadanie 2

Udowodnij, »e je±li p jest pierwsza, a a caªkowita niepodzielna przez p, to

a
p−1
2 ≡ 1 mod p lub a

p−1
2 ≡ −1 mod p.

Wywnioskuj, »e sze±ciany liczb caªkowitych daj¡ z dzielenia przez 7 reszty ze zbioru {0, 1,−1}. Co
mo»na powiedzie¢ o 5 pot¦gach, 6 pot¦gach itd.?

Zadanie 3

Udowodnij, »e równanie x3 − y3 = 2012 nie ma rozwi¡za« w liczbach caªkowitych x, y.
Wskazówka: skorzysta¢ z wyniku poprzedniego zadania.

Zadanie 4

Udowodnij, »e równanie x5 − y5 = 2010 nie ma rozwi¡za« w liczbach caªkowitych x, y.
Wskazówka: skorzysta¢ z wyniku poprzedniego poprzedniego zadania.

Zadanie 5

Niech p > 3 b¦dzie liczb¡ pierwsz¡, udowodni¢, »e

p
∣∣6p−2 + 3p−2 + 2p−2 − 1.

(bardzo nieformalnie znaczy to: 1/6 + 1/2 + 1/3− 1 = 0.) trzeba skorzysta¢ z twierdzenia Fermata, wi¦c
trzeba wymno»y¢ przez co±. . .


