Algebraiczne niebo. Pierwiastki zespolone wielomianéw o wspétczynnikach catkowitych.

Uwaga: W calym skrypcie rzeczy intuicyjne i objasnienia pisane sa italikami (ale rowniez tresci defi-
nicji, twierdzeni i lematow sa pisane italikami — nie omylcie sie!). W ksigzkowych dowodach te wyjasnienia
sa zwykle pomijane.

1.1 Dwie definicje pierscienia
1. Intuicyjna — do zrozumienia.
Pierécien jest to struktura, gdzie mozna sensownie dodawacé i mnozy¢.
2. Formalna — do dowodu.

Definicja Pierscieniem (z jedynkaq) bede nazywaé zbior R, z okreslonymi dziataniami + i - takimi,
ze

(a) R jest grupg przemienng ze wzgledu na +, ktdrej element neutralny oznaczam 0.
(b) Dla wszystkich a,b € R mamy a-b € R.

(¢) Dziatanie - jest tgczne, tj. a- (b-c) = (a-b) - ¢ dla wszystkich a,b,c € R.

(d) Istnieje element neutralny mnozenia e € R:

dla wszystkich a € R. Element ten jest jedyny (rozumowanie podobne jak dla grup), oznaczamy
go 1 i nazywamy jedynkq:



(e) Dziatanie - jest rozdzielne wzgledem +:
(a+b)-c=a-c+b-c
c-(a+b)=c-a+c-b

dla wszystkich a,b,c € R.

Troche wtasnosci:

Dla kazdego a € R zachodzi
a-0=a-(04+0)=a-0+a-0

odejmujemy a - 0 stronami i otrzymujemy 0 = a - 0.
Dla kazdych a,b € R zachodzi
—ab = (—a)b = a(-b)

Dowod: ab—ab =0 = a0 = a(b+ (=b)) = ab + a(-b), stad —ab = a(—b). Analogicznie ab — ab =
0= (a+ (—a))b=ab+ (—a)b, wiec —ab = (—a)b.

Wilasno$ci pierécieni i idealty
. Definicja Niech R bedzie pierscieniem. Powiemy, zZe R jest przemienny, jezeli

a-b=b-a
dla wszystkich a,b € R.
. Jezeli Ry, Rs,..., R, sa pierScieniami to definiujemy pierscien
Ri xRy x -+ xR,

jako zbiér Ry X Ry X --- X R, z dzialaniami “po wspotrzednych”.
. Definicja (Ideal) Niech R bedzie pierscieniem. Podzbior J pierscienia R nazywamy ideatem
jezeli:

(a) I jest podgrupg przemienng ze wzgledu na +.

(b) Dla dowolnego r € R,i € I zachodzi

r-i€l orazi-rel

“J jest idealem R” oznaczamy przez J <l R.

. Pojecie idealu rozszerza pojecie kongruencji:
Piszemy a =b mod I jezeli b — a € I. Zalozmy, 7e

a=b modI, ¢c=d mod]I

Wtedy (m. in.)
b=a modI

a+c=b+d modI
a—c=b—d mod]I
ac=bd mod I

Udowodnie dla przyktadu ostatnia (najtrudniejsza) wasnosé.

a=b modl =a-bel=(a—b)cel
c=d modlI=d—-—cel=0bd-c)el
(a—bcel, bld—c)el=ac—bd=(a—bc—bld—c)el=ac=bd mod I

. W dowolnym pier§cieniu R mamy dwa idealy: R i {0}. Warto to sprawdzié, zeby oswoié sie z
definicjq ideatu!



1.3 Zastosowanie — idealy w Z i nie tylko.

ZADANIE

Znalezé wszystkie ideaty pierécienia Z.

ROZWIAZANIE.
TEZA: Idealy Z to zbiory liczb postaci {..., —2n,—n,0,n,2n, ...} gdzie n jest liczby catkowita.
Krocej zbior {...,—2n,—n,0,n,2n, ...} zapiszemy jako Z - n.
Dowob:

1. Zbioér Z - n jest idealem w Z.

Po pierwsze mamy sprawdzié, ze da sie sensownie dodawac:

Ponizszy dowdd to typowe patowanie z definicji: mamy zbior elementéow o danej wtasnosci (tutaj:
elementy sq podzielne przezn) i przeliczamy kolejne aksjomaty grupy metodq: ttumaczymy zatozZenia
aksjomaty (np. mamy a,b € Zn) na jezyk wlasnosci: (n|a i n|b), po czym ttumaczymy teze (a+b €

Zn) na jezyk wtasnosci: nla+ b i dowdd nagle okazuje sie trywialny :)

e Dwa elementy ideatu — liczby podzielne przez n daja w sumie liczbe podzielng przez n a wiec

element ideatu.

e Dodawanie jest taczne tj. a+ (b+c¢) = (a+b)+ ¢ dla wszystkich a, b, ¢ € Zn, gdyz a+ (b+¢) =

(a +b) + ¢ dla wszystkich a,b,c € Z, a Zn C Z.

e Liczba 0 — element neutralny dodawania jest podzielna przez n, czyli 0 € Zn i mamy w ideale

element neutralny.

e Dla kazdej liczby a € Zn liczba —a takze jest podzielna przez n, a wiec nalezy do Zn.

Nastepnie sprawdzamy, czy spelniona jest wlasno$é¢: dla wszystkich r € Z i ¢ € Zn zachodzi

ri,ir € Zn.
Wezmy dowolne r € Z,: € Zn. Po pierwsze ri = ir.

i € Zn, wiec nli, czyli n|ri ergo ri € Zn.

2. Rozwazmy teraz dowolny ideat I < Z. Chcemy pokazaé, ze I jest postaci Zk dla pewnego k € Z.

Trzeba dla danego I jako$ zgadngé to k. Hm, co wyrdzinia n w Zn? Alez tak — n jest liczbg o

najmniejszym module!

Jezeli I = {0} to nie ma sprawy. Zalozmy, ze I # {0}.

Niech [ bedzie niezerowym elementem I o najmniejszym module. Chcemy udowodnié, ze I = ZI.

Po pierwsze [ € 11 I jest idealem, zatem 2] = [+1 € I, 3]l = 2141 € [ itd., analogicznie 0 =[—1[ € I,

—1l=0-1l€el, 20=—-1—-1€litd.
Ostatecznie ZI C 1.
Wystarczy wiec udowodnié, ze I C ZI.

Wezmy dowolne ¢ € I. Zauwazmy ze element ¢ mod [ czyli reszta z dzielenia ¢ przez [ takze nalezy
do I! Faktycznie dodajac lub odejmujac [ od i dostatecznie wiele razy otrzymujemy i mod [ i nie
wychodzimy z ideatu (Bo stosujemy tylko dodawanie i odejmowanie a te nie wybijajg nas z ideatu)!

Ale |i mod ] < |l|. Element [ mial najmniejszy modut sposrod elementéw niezerowych a ¢ mod !
ma mniejszy modul, zatem ¢ mod | = 0, l|i, ¢ € ZI. Dowolny element I nalezy do Zl, czyli I C ZI.

To koriczy dowod.

Whniosek Zwykte kongruencje mod n to kongruencje mod Zn w sensie powyzszej definicji. Zatem

jedyne sensowne kongruencje, ktore da sie opisaé na Z to kongruencje mod n.

Lemat Niech I < R i J < R bedg ideatami pierscienia R. Wtedy I N J (zbiér bedacy przecigciem

zbiorow ) jest ideatern R.



DowoOD. Coz, trzeba przeliczyé aksjomaty. . .

Jezeli a,b e INJ toa,be I aljest ideatem, wiec a + b € I. Analogicznie a,b € J a J jest ideatem
stad a + b € J.

a+bel J,czylia+belnd.

Pozostate aksjomaty zwigzane z dodawaniem przelicza sie podobnie i zostawiam to czytelnikowi.

Udowodnijmy jeszcze, ze jezelit € INJ ar € Rtore,ireInNd.

ieIndJ,stad i e I, czyli (I —ideal), ri € I. Analogicznie ¢ € J, czyli ri € J. Lacznie ri € TN J.
Identycznie argumentujac ir € I N J. |

Lemat Niech R i S bedg pierscieniami z 1. Wtedy kazdy ideat I < R x S jest postaci [ = J x K, gdzie
J<IRiIK<S.

Ten lemat oddaje istote: w pierScieniu dziata sie po wspotrzednych, niezaleznie od siebie.
DowOD. Dowdd nieco inny niz na kotku.

Po pierwsze zauwazmy, ze R x {0} 1 {0} x S sa ideatami w R x S. Mozna to przeliczy¢ bezposrednio,
a po krotkim zastanowieniu powinno to byé oczywiste.

Niech I bedzie dowolnym idealem R x S.

Rozwazmy rzuty I na pierwsza i druga wspoélrzedna:

J=In(Rx{0}) K :=In({0}xR)

Z poprzedniego lematu wiemy, ze J’', K’ sg idealami w R x S.

Zauwazmy, ze kazdy element J' ma drugg wspolrzedna zerows, zatem J' jest postaci J x {0} dla
pewnego zbioru J. J’ jest idealem R x S, a wiec J jest idealem R (ew. sprawdzenie bezposrednie).

Analogicznie K’ = {0} x K i K jest idealem S.

Twierdze, ze I = J x K. Udowodnie zawierania I C J x K oraz J x K C I.

I C Jx K. Wezmy dowolne (j,k) € I. I jest ideatem, zatem (4, k) - (1,0) = (4,0) € I. Ale réwniez
(7,0) € R x {0}, a wiec (4,0) e IN (R x {0}) = J', z zatem j € J.

Analogicznie (4,k)(0,1) = (0,k) € K’ czyli k € K. Tym samym (j, k) € J x K.

Jx K CI.

Wezmy dowolne j € J i k € K. Z definicji J,JJ' mamy (j,0) € J' C I. Analogicznie z definicji K, K’
zachodzi (0,k) € K/ C I.

Zatem (j, k) = (4,0) + (0,k) € I bowiem (4,0), (0,k) € I. [

Whiosek Wszystkie ideaty pierscienia Z X Z sq postaci Zk x Zl dla pewnych k,l € Z.



