
�Dziewi¦¢ dla ±miertelników�

Algebraiczne niebo. Pierwiastki zespolone wielomianów o wspóªczynnikach caªkowitych.

Uwaga: W caªym skrypcie rzeczy intuicyjne i obja±nienia pisane s¡ italikami (ale równie» tre±ci de�-
nicji, twierdze« i lematów s¡ pisane italikami � nie omylcie si¦!). W ksi¡»kowych dowodach te wyja±nienia
s¡ zwykle pomijane.

1.1 Dwie de�nicje pier±cienia

1. Intuicyjna � do zrozumienia.

Pier±cie« jest to struktura, gdzie mo»na sensownie dodawa¢ i mno»y¢.

2. Formalna � do dowodu.

De�nicja Pier±cieniem (z jedynk¡) b¦d¦ nazywa¢ zbiór R, z okre±lonymi dziaªaniami + i · takimi,
»e

(a) R jest grup¡ przemienn¡ ze wzgl¦du na +, której element neutralny oznaczam 0.

(b) Dla wszystkich a, b ∈ R mamy a · b ∈ R.

(c) Dziaªanie · jest ª¡czne, tj. a · (b · c) = (a · b) · c dla wszystkich a, b, c ∈ R.

(d) Istnieje element neutralny mno»enia e ∈ R:

e · a = a · e = a

dla wszystkich a ∈ R. Element ten jest jedyny (rozumowanie podobne jak dla grup), oznaczamy
go 1 i nazywamy jedynk¡:

1 · a = a · 1 = a



(e) Dziaªanie · jest rozdzielne wzgl¦dem +:

(a+ b) · c = a · c+ b · c

c · (a+ b) = c · a+ c · b
dla wszystkich a, b, c ∈ R.

Troch¦ wªasno±ci:

Dla ka»dego a ∈ R zachodzi
a · 0 = a · (0 + 0) = a · 0 + a · 0

odejmujemy a · 0 stronami i otrzymujemy 0 = a · 0.
Dla ka»dych a, b ∈ R zachodzi

−ab = (−a)b = a(−b)
Dowód: ab− ab = 0 = a0 = a(b+ (−b)) = ab+ a(−b), st¡d −ab = a(−b). Analogicznie ab− ab =
0 = (a+ (−a))b = ab+ (−a)b, wi¦c −ab = (−a)b.

1.2 Wªasno±ci pier±cieni i ideaªy

1. De�nicja Niech R b¦dzie pier±cieniem. Powiemy, »e R jest przemienny, je»eli

a · b = b · a

dla wszystkich a, b ∈ R.

2. Je»eli R1, R2, . . . , Rn s¡ pier±cieniami to de�niujemy pier±cie«

R1 ×R2 × · · · ×Rn

jako zbiór R1 ×R2 × · · · ×Rn z dziaªaniami �po wspóªrz¦dnych�.

3. De�nicja (Ideaª) Niech R b¦dzie pier±cieniem. Podzbiór J pier±cienia R nazywamy ideaªem
je»eli:

(a) I jest podgrup¡ przemienn¡ ze wzgl¦du na +.

(b) Dla dowolnego r ∈ R, i ∈ I zachodzi

r · i ∈ I oraz i · r ∈ I

�J jest ideaªem R� oznaczamy przez J CR.

4. Poj¦cie ideaªu rozszerza poj¦cie kongruencji:
Piszemy a ≡ b mod I je»eli b− a ∈ I. Zaªó»my, »e

a ≡ b mod I, c ≡ d mod I

Wtedy (m. in.)
b ≡ a mod I

a+ c ≡ b+ d mod I

a− c ≡ b− d mod I

ac ≡ bd mod I

Udowodni¦ dla przykªadu ostatni¡ (najtrudniejsz¡) wªasno±¢.

a ≡ b mod I ⇒ a− b ∈ I ⇒ (a− b)c ∈ I

c ≡ d mod I ⇒ d− c ∈ I ⇒ b(d− c) ∈ I

(a− b)c ∈ I, b(d− c) ∈ I ⇒ ac− bd = (a− b)c− b(d− c) ∈ I ⇒ ac ≡ bd mod I

5. W dowolnym pier±cieniu R mamy dwa ideaªy: R i {0}. Warto to sprawdzi¢, »eby oswoi¢ si¦ z
de�nicj¡ ideaªu!



1.3 Zastosowanie � ideaªy w Z i nie tylko.

Zadanie

Znale¹¢ wszystkie ideaªy pier±cienia Z.
Rozwi¡zanie.

Teza: Ideaªy Z to zbiory liczb postaci {. . . ,−2n,−n, 0, n, 2n, . . . } gdzie n jest liczb¡ caªkowit¡.
Krócej zbiór {. . . ,−2n,−n, 0, n, 2n, . . . } zapiszemy jako Z · n.
Dowód:

1. Zbiór Z · n jest ideaªem w Z.
Po pierwsze mamy sprawdzi¢, »e da si¦ sensownie dodawa¢:

Poni»szy dowód to typowe paªowanie z de�nicji: mamy zbiór elementów o danej wªasno±ci (tutaj:
elementy s¡ podzielne przez n) i przeliczamy kolejne aksjomaty grupy metod¡: tªumaczymy zaªo»enia
aksjomaty (np. mamy a, b ∈ Zn) na j¦zyk wªasno±ci: (n|a i n|b), po czym tªumaczymy tez¦ (a+ b ∈
Zn) na j¦zyk wªasno±ci: n|a+ b i dowód nagle okazuje si¦ trywialny :)

• Dwa elementy ideaªu � liczby podzielne przez n daj¡ w sumie liczb¦ podzieln¡ przez n a wi¦c
element ideaªu.

• Dodawanie jest ª¡czne tj. a+(b+c) = (a+b)+c dla wszystkich a, b, c ∈ Zn, gdy» a+(b+c) =
(a+ b) + c dla wszystkich a, b, c ∈ Z, a Zn ⊆ Z.

• Liczba 0 � element neutralny dodawania jest podzielna przez n, czyli 0 ∈ Zn i mamy w ideale
element neutralny.

• Dla ka»dej liczby a ∈ Zn liczba −a tak»e jest podzielna przez n, a wi¦c nale»y do Zn.

Nast¦pnie sprawdzamy, czy speªniona jest wªasno±¢: dla wszystkich r ∈ Z i i ∈ Zn zachodzi
ri, ir ∈ Zn.
We¹my dowolne r ∈ Z, i ∈ Zn. Po pierwsze ri = ir.

i ∈ Zn, wi¦c n|i, czyli n|ri ergo ri ∈ Zn.

2. Rozwa»my teraz dowolny ideaª I C Z. Chcemy pokaza¢, »e I jest postaci Zk dla pewnego k ∈ Z.
Trzeba dla danego I jako± zgadn¡¢ to k. Hm, co wyró»nia n w Zn? Ale» tak � n jest liczb¡ o
najmniejszym module!

Je»eli I = {0} to nie ma sprawy. Zaªó»my, »e I 6= {0}.
Niech l b¦dzie niezerowym elementem I o najmniejszym module. Chcemy udowodni¢, »e I = Zl.
Po pierwsze l ∈ I i I jest ideaªem, zatem 2l = l+ l ∈ I, 3l = 2l+ l ∈ I itd., analogicznie 0 = l− l ∈ I,
−l = 0− l ∈ I, −2l = −l − l ∈ I itd.

Ostatecznie Zl ⊆ I.

Wystarczy wi¦c udowodni¢, »e I ⊆ Zl.
We¹my dowolne i ∈ I. Zauwa»my »e element i mod l czyli reszta z dzielenia i przez l tak»e nale»y
do I! Faktycznie dodaj¡c lub odejmuj¡c l od i dostatecznie wiele razy otrzymujemy i mod l i nie
wychodzimy z ideaªu (Bo stosujemy tylko dodawanie i odejmowanie a te nie wybijaj¡ nas z ideaªu)!

Ale |i mod l| < |l|. Element l miaª najmniejszy moduª spo±ród elementów niezerowych a i mod l
ma mniejszy moduª, zatem i mod l = 0, l|i, i ∈ Zl. Dowolny element I nale»y do Zl, czyli I ⊆ Zl.
To ko«czy dowód.

Wniosek Zwykªe kongruencje mod n to kongruencje mod Zn w sensie powy»szej de�nicji. Zatem
jedyne sensowne kongruencje, które da si¦ opisa¢ na Z to kongruencje mod n.

Lemat Niech I C R i J C R b¦d¡ ideaªami pier±cienia R. Wtedy I ∩ J ( zbiór b¦d¡cy przeci¦ciem
zbiorów) jest ideaªem R.



Dowód. Có», trzeba przeliczy¢ aksjomaty. . .
Je»eli a, b ∈ I ∩ J to a, b ∈ I a I jest ideaªem, wi¦c a+ b ∈ I. Analogicznie a, b ∈ J a J jest ideaªem

st¡d a+ b ∈ J .
a+ b ∈ I, J , czyli a+ b ∈ I ∩ J .
Pozostaªe aksjomaty zwi¡zane z dodawaniem przelicza si¦ podobnie i zostawiam to czytelnikowi.
Udowodnijmy jeszcze, »e je»eli i ∈ I ∩ J a r ∈ R to ri, ir ∈ I ∩ J .
i ∈ I ∩ J , st¡d i ∈ I, czyli (I � ideaª), ri ∈ I. Analogicznie i ∈ J , czyli ri ∈ J . �¡cznie ri ∈ I ∩ J .

Identycznie argumentuj¡c ir ∈ I ∩ J . �

Lemat Niech R i S b¦d¡ pier±cieniami z 1. Wtedy ka»dy ideaª I CR× S jest postaci I = J ×K, gdzie
J CR i K C S.

Ten lemat oddaje istot¦: w pier±cieniu dziaªa si¦ po wspóªrz¦dnych, niezale»nie od siebie.
Dowód. Dowód nieco inny ni» na kóªku.

Po pierwsze zauwa»my, »e R×{0} i {0}×S s¡ ideaªami w R×S. Mo»na to przeliczy¢ bezpo±rednio,
a po krótkim zastanowieniu powinno to by¢ oczywiste.

Niech I b¦dzie dowolnym ideaªem R× S.
Rozwa»my rzuty I na pierwsz¡ i drug¡ wspóªrz¦dn¡:

J ′ := I ∩ (R× {0}) K ′ := I ∩ ({0} ×R)

Z poprzedniego lematu wiemy, »e J ′,K ′ s¡ ideaªami w R× S.
Zauwa»my, »e ka»dy element J ′ ma drug¡ wspóªrz¦dn¡ zerow¡, zatem J ′ jest postaci J × {0} dla

pewnego zbioru J . J ′ jest ideaªem R× S, a wi¦c J jest ideaªem R (ew. sprawdzenie bezpo±rednie).
Analogicznie K ′ = {0} ×K i K jest ideaªem S.
Twierdz¦, »e I = J ×K. Udowodni¦ zawierania I ⊆ J ×K oraz J ×K ⊆ I.
I ⊆ J ×K. We¹my dowolne (j, k) ∈ I. I jest ideaªem, zatem (j, k) · (1, 0) = (j, 0) ∈ I. Ale równie»

(j, 0) ∈ R× {0}, a wi¦c (j, 0) ∈ I ∩ (R× {0}) = J ′, z zatem j ∈ J .
Analogicznie (j, k)(0, 1) = (0, k) ∈ K ′ czyli k ∈ K. Tym samym (j, k) ∈ J ×K.
J ×K ⊆ I.
We¹my dowolne j ∈ J i k ∈ K. Z de�nicji J, J ′ mamy (j, 0) ∈ J ′ ⊆ I. Analogicznie z de�nicji K,K ′

zachodzi (0, k) ∈ K ′ ⊆ I.
Zatem (j, k) = (j, 0) + (0, k) ∈ I bowiem (j, 0), (0, k) ∈ I. �

Wniosek Wszystkie ideaªy pier±cienia Z× Z s¡ postaci Zk × Zl dla pewnych k, l ∈ Z.


