
Równo±¢!
(czyli koniec nierówno±ci)

1.1 Przypomnienie

1. Twierdzenie (�rednie) Je»eli liczby a1, a2 · · · , an s¡ dodatnie, to
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W dowolnej z nierówno±ci równo±¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = a2 = . . . = an.

Uwaga: je»eli wyra»enia maj¡ sens równie» gdy a1, . . . , an s¡ nieujemne (np. ±r. arytmetyczna i geo-
metryczna, ale nie harmoniczna) to równie» dla tego przypadku nierówno±ci zachodz¡.

2. Twierdzenie (�rednie wa»one) Je»eli liczby a1, . . . , an s¡ dodatnie, za± liczby
w1, . . . , wn ∈ [0, 1] sumuj¡ si¦ do 1 to
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Dla ka»dej nierówno±ci prawd¡ jest, »e równo±¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = a2 = . . . = an,
w przypadku, gdy wi > 0.

3. Twierdzenie (Nierówno±¢ Schwarza) Je»eli n jest liczb¡ caªkowit¡, a u1, u2, . . . , un, t1, t2, . . . , tn
s¡ liczbami rzeczywistymi to
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Równo±¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka staªa C, »e ui = Cti dla wszystkich i.

4. Twierdzenie (* Nierówno±¢ Ptolemeusza) Dla ka»dych czterech punktów na pªaszczy¹nie A,B,C,D
zachodzi

|AB| · |CD|+ |BC| · |DA| > |AC| · |BD| .

5. Lemat (Taka sobie nierówno±¢ ¨̂ ) Je±li liczby x, y, z s¡ nieujemne to

(x+ y − z)(y + z − x)(z + x− y) 6 xyz.

1.2 Zadania domowe

1. Niech ci¡g liczb a0, a1, . . . , an b¦dzie zde�niowany przez

a0 = 3, (3− an+1)(6 + an) = 18

Oblicz, w zale»no±ci od n, sum¦
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2. Niech x b¦dzie liczb¡ rzeczywist¡ z przedziaªu
[
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Uwaga: dowody nierówno±ci z wi¦ksz¡ staª¡ po prawej stronie mog¡ by¢ ocenione na 2 pkt (ale nie
musz¡).

3. Twierdzenie (Nierówno±¢ Schura) Niech x, y, z b¦d¡ nieujemnymi liczbami rzeczywistymi. Udo-
wodnij, »e dla ka»dej liczby dodatniej r zachodzi

xr(x− y)(x− z) + yr(y − x)(y − z) + zr(z − x)(z − y) > 0.

4. Udowodnij, »e dla liczb dodatnich a, b, c zachodzi
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5. Udowodnij, »e dla liczb dodatnich a, b, c takich, »e abc = 1 zachodzi(
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