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Przypominam, »e (
n

k

)
=

{
n·(n−1)·...·(n−k+1)

k·(k−1)·...·1 k > 0

1 k = 0.

De�nicja ma sens dla dowolnego k ∈ Z>0, n ∈ R (!). Je»eli 0 6 k 6 n oraz n, k s¡ caªkowite to(
n
k

)
= n!

(n−k)!k! , pami¦tajmy, »e 0! = 1.

Zadanie 1

Dla liczby rzeczywistej x de�niujemy podªog¦ z x jako najwi¦ksz¡ liczb¦ caªkowit¡ nie wi¦ksz¡ ni» x,
w szczególno±ci z de�nicji wynika, »e bxc 6 x, bxc ∈ Z i bxc = x ⇐⇒ x ∈ Z.

1. Udowodnij, »e x 6 y implikuje bxc 6 byc.

2. Udowodnij, »e dla liczb naturalnych k, l zachodzi
⌊
k
l

⌋
= k

l ⇐⇒ l
∣∣k.

3. Uzasadnij, »e bxc + byc 6 bx+ yc dla wszystkich x, y ∈ R (wskazówka: ba+ bc = bac + bbc, o ile

a, b ∈ Z).

4. Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡, niech α b¦dzie najwi¦ksz¡ pot¦g¡ p, która dzieli n! (n silnia).
Udowodnij, »e

α =

∞∑
i=1

⌊
n

pi

⌋
przy czym suma po prawej jest sko«czona.

5. Oblicz, w zale»no±ci od p, n, k, ile razy liczba pierwsza p dzieli
(
n
k

)
.

6. Udowodnij, »e je»eli p jest pierwsza, a l > 0 caªkowite, to p
∣∣(pl

k

)
dla ka»dego caªkowitego k : 0 <

k < pl.

7. Uzasadnij, »e je±li l > 0 jest caªkowite, a p pierwsze, to (1 + x)p
l ≡ 1 + xp

l

mod p, to znaczy, »e

wielomian (1 + x)p
l − 1− xpl

ma wspóªczynniki podzielne przez p.

Wywnioskuj z tego przez indukcj¦, »e ap
k ≡ a mod p dla ka»dego a caªkowitego. Dowied¹ tego

samego stosuj¡c maªe twierdzenie Fermata.

8. Uzasadnij, »e je»eli p jest pierwsze a k > 0 caªkowite, to p
∣∣(pk

k

)
.

Interpretacje kombinatoryczne.

Zadanie 2

Udowodnij, »e liczba najkrótszych dróg kratowych ª¡cz¡cych (0, 0) z (x, y), gdzie x, y ∈ N, wynosi
(
x+y
y

)
.

Zadanie 3

Wyka», »e sposobów umieszczenia n ulotek (nierozró»nialnych) w k skrytkach na listy jest
(
n+k−1
k−1

)
.

Zadanie 4

Poka», »e ilo±¢ nieujemnych rozwi¡za« caªkowitych równania x1+x2+. . .+xk = n w zmiennych x1, . . . , xk
to
(
n+k−1
k−1

)
. Ile jest takich rozwi¡za« w liczbach caªkowitych?

Zadanie 5

Uzasadnij, »e liczba funkcji ±ci±le rosn¡cych {1, 2, . . . , n} → {1, 2, . . . , k} jest równa
(
n
k

)
.

Twierdzenie (Twierdzenie Lucasa). Niech p b¦dzie pierwsza a a > b caªkowite. Zapiszmy a, b w systemie

pozycyjnym o podstawie p jako

a = (anan−1 . . . a0)p , b =
(
bnbn−1 . . . b0

)
p

ewentualnie uzupeªniaj¡c z przodu zerami, by dªugo±ci zapisu byªy równe. Wtedy(
a

b

)
≡
(
an
bn

)
·
(
an−1
bn−1

)
· . . . ·

(
a0
b0

)
mod p.


