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Dajcie mi punkt podparcia, a porusz¦ Ziemi¦.

�rodek masy

1.1 Teoria

Wsz¦dzie poni»ej zakªadamy, »e jeste±my w pªaszczy¹nie lub w przestrzeni i »e mamy dany pewien ukªad
wspóªrz¦dnych (kartezja«skich). Nie b¦d¦ o tym mówi¢, ale rozwa»ania nie zale»¡ od wyboru ukªadu.

Dla wygody oznacze« de�niujemy te» operacje na punktach � mno»enie przez liczb¦ rzeczywist¡
i dodawanie.

Niech A = (a1, a2), B = (b1, b2) oraz K ∈ R. Wtedy

A+B = (a1, a2) + (b1, b2) := (a1 + b1, a2 + b2)

K ·A = K(a1, a2) := (Ka1,Ka2)

Je»eli kto± woli: s¡ to �szkolne� operacje mno»enia przez skalar i dodawania wektorów. Równie dobrze
mo»na to robi¢ w trzech wymiarach.

Rozwa»amy punkty z masami tj. pary (A,m), gdzie A jest punktem, a m jest liczb¡ rzeczywist¡
(niekoniecznie dodatni¡!) czyli �mas¡�.

De�nicja �rodkiem masy ukªadu punktów (m1, A1), · · · , (mn, An) jest punkt (z mas¡):(
m1 ·A1 + · · ·+mn ·An

m1 + · · ·+mn
,m1 + · · ·+mn

)
o ile m1 + · · ·+mn 6= 0. Je»eli m1 + · · ·+mn = 0 to mówimy, »e ukªad nie posiada ±rodka masy.

Twierdzenie (o przegrupowywaniu) Zaªó»my, »e ukªad (A1,m1), · · · , (An,mn) ma ±rodek masyM
i ukªad A1, · · · , Al ma ±rodek masy M , wtedy ukªad M,Al+1, · · · , An tak»e ma ±rodek masyM.

Intuicyjnie: chc¡c obliczy¢ ±rodek masy mo»emy zamienia¢ cz¦±¢ punktów na ich ±rodek masy, wyró»niªem
akurat punkty A1, · · · , Al tylko ze wzgl¦du na prostot¦ oznacze« ;)
Dowód. Obliczam

M =

(
m1A1 + · · ·+mnAn

m1 + · · ·+mn
,m1 + · · ·+mn

)
M =

(
m1A1 + · · ·+mlAl

m1 + · · ·+ml
,m1 + · · ·+ml

)
Suma mas ukªadu M, (Al+1,ml+1), · · · , (An,mn) to (m1 + · · · +ml) +ml+1 + · · · +mn, czyli jest ona
niezerowa (bo to masa caªego ukªadu) wi¦c ±rodek masy istnieje i wyra»a si¦ wzorem(

(m1 + · · ·+ml)
m1A1+···+mlAl

m1+···+ml
+ml+1Al+1 + · · ·+mnAn

(m1 + · · ·+ml) +ml+1 + · · ·+mn
, (m1 + · · ·+ml) +ml+1 + · · ·+mn

)
=M

�

1.2 Pytania i problemy wst¦pne

1. Gdzie le»y ±rodek masy ukªadu zªo»onego z jednego punktu?

2. Gdzie le»y ±rodek masy ukªadu zªo»onego z dwóch punktów?

Uwaga: to pytanie, wbrew prostocie jest kluczowe, gdy» obliczenie ±rodka ci¦»ko±ci dowolnego
ukªadu sprowadza si¦ do obliczania ±rodków masy dla par punktów.

3. Zaªó»my, »e punkty A,B,C tworz¡ trójk¡t. Czym s¡ (jaka jest konstrukcja) punkty b¦d¡ce ±rodkami
ci¦»ko±ci ukªadów:



• (A, 0), (B, 1), (C, 1),

• (A, 1), (B, 1), (C, 1),

• (A,−1), (B, 1), (C, 0),
• (A,−1), (B, 1), (C, 1)?

Twierdzenie (wspóªrz¦dne barycentryczne) Niech ABC b¦dzie trójk¡tem na pªaszczy¹nie. Dla ka»-
dego punktu D tej pªaszczyzny da si¦ tak dobra¢ masy m1,m2,m3, »e (D,m1 +m2 +m3) jest ±rodkiem
ci¦»ko±ci (A,m1), (B,m2), (C,m3).

Je»eli dodatkowo naªo»ymy warunek, »e m1+m2+m3 musi by¢ równe 1 (»eby unikn¡¢ niejednoznacz-
no±ci typu (A, 1), (B, 1), (C, 1) i (A, 2), (B, 2), (C, 2)), to takie masy da si¦ dobra¢ na dokªadnie jeden
sposób.

Masy m1,m2,m3 nazywaj¡ si¦ wspóªrz¦dnymi barycentrycznymi D.

Rozwi¡zywanie geometrii przy u»yciu ±rodka masy polega na dobraniu mas do istniej¡cych punktów,
tak, aby ±rodek masy byª czym± ciekawym. Dziaªa to ±wietnie z �udowodni¢, »e 1000 linii przecina si¦
w jednym punkcie�, czy »e jaki± odcinek dzieli si¦ w danym stosunku a o wiele gorzej z okr¦gami czy
k¡tami.

1.3 Zadania

1. NiechABCD b¦dzie wypukªym czworok¡tem i niechK,L,M,N b¦d¡ ±rodkami bokówAB,BC,CD,DA
odpowiednio. Udowodnij, »e KM i LN poªowi¡ si¦, wi¦c KLMN jest równolegªobokiem i »e ±rodek
tego równolegªoboku pokrywa si¦ ze ±rodkiem odcinka ª¡cz¡cego ±rodki przek¡tnych.

2. Twierdzenie (Cevy) Punkty X,Y, Z le»¡ na bokach BC,CA,AB trójk¡ta ABC odpowiednio.
Udowodnij, »e proste AX,BY,CZ maj¡ punkt wspólny wtedy i tylko wtedy, gdy

AZ

BZ
· BX
CX

· CY
AY

= 1

3. Na bokach AB,BC,CA trójk¡ta ABC wybrano punkty Z,X, Y tak, »e

AZ

BZ
=
BX

CX
=
CY

AY
.

Dowied¹, »e ±rodki ci¦»ko±ci trójk¡tów ABC i XY Z pokrywaj¡ si¦.

4. Twierdzenie (van Aubela) Dany jest trójk¡t ABC i punkty X,Y, Z le»¡ce na bokach odpowied-
nio BC,CA,AB. Proste AX,BY,CZ przecinaj¡ si¦ w punkcie M . Wykaza¢, »e

AM

MX
=
AY

CY
+
AZ

BZ
.

5. Punkty szczególne w trójk¡cie maj¡ce w miar¦ strawne wspóªrz¦dne barycentryczne.

Udowodni¢, »e je±li w punktach A,B,C trójk¡ta poªo»ymy masy m1,m2,m3 to ±rodek ci¦»ko±ci
pokryje si¦ z nast¦puj¡cym punktem szczególnym trójk¡ta ABC:

Punkt masy obja±nienie
±rodek ci¦»ko±ci (1, 1, 1)

±rodek okr¦gu wpisanego (a, b, c) dªugo±ci boków
±rodek okr¦gu dopisanego do BC (−a, b, c)

±rodek okr¦gu opisanego (sin 2α, sin 2β, sin 2γ) α, β, γ to k¡ty przy A,B,C

6. We¹my trójk¡t ABC.

Zaªó»my, »e parami ró»ne punkty T,U, V maj¡ wspóªrz¦dne barycentryczne (t1, t2, t3), (u1, u2, u3),
(v1, v2, v3). Uzasadni¢, »e punkty te le»¡ na jednej prostej wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡ takie
niezerowe liczby rzeczywiste α, β, γ, »e

α(t1, t2, t3) + β(u1, u2, u3) + γ(v1, v2, v3) = 0.

7. Dany jest czworok¡t ABCD. PunktyX,Y, Z, T le»¡ na bokach AB, BC, CD,DA odpowiednio, przy
czym AX/BX = DZ/CZ = 3 oraz BY/CY = AT/DT = 5. Niech E b¦dzie punktem przeci¦cia
XZ i Y T . Ile wynosi XE/EZ, a ile Y E/TE?

8. PunktyK i L le»¡ odpowiednio na bokach BC i CD równolegªoboku ABCD, przy czym BK = DL.
Odcinki DK i BL przecinaj¡ si¦ w punkcie P . Dowie±¢, »e prosta AP jest dwusieczn¡ k¡ta BAD.
�ródªo: Staszic

Wskazówka: warto u»y¢ tw. o dwusiecznej: dwusieczna ∠BAC dzieli bok BC w stosunku AB/AC,
»eby unikn¡¢ k¡tów.


