
Co Ty wiesz o kombinowaniu?

1. W przestrzeni danych jest 6 punktów, z których »adne cztery nie le»¡ na jednej pªaszczy¹nie. �¡cz¡c
niektóre z tych punktów narysowano 10 odcinków. Wyka», »e w ten sposób uzyskano co najmniej
jeden trójk¡t.
Rozwi¡zanie:
Wybieramy punkt A, z którego wychodzi najwi¦cej narysowanych odcinków. Poka»emy najpierw,
»e z punktu A wychodz¡ co najmniej 4 odcinki.
Przypu±¢my wi¦c, »e jest inaczej. Z ka»dego punktu wychodz¡ zatem co najwy»ej 3 odcinki. Po-
niewa» mamy 6 punktów, wi¦c ª¡cznie mamy co najwy»ej 6 · 3 = 18 ko«ców tych odcinków, a wi¦c
mamy co najwy»ej 9 narysowanych odcinków. To jednak jest sprzeczne z zaªo»eniem.
Z punktu A wychodz¡ zatem co najmniej 4 odcinki: AB, AC,AD i AE. Teraz zauwa»amy, »e 6

punktów mo»na poª¡czy¢ dokªadnie

(
6
2

)
= 15 odcinkami. Zatem w±ród 6 odcinków

BC, BD,BE, CD, CE i DE

narysowano co najmniej jeden. Ko«ce tego odcinka wraz z punktem A s¡ wierzchoªkami narysowa-
nego trójk¡ta.

2. W turnieju uczestniczy 2n graczy; ka»dych dwóch gra ze sob¡ co najwy»ej raz. Udowodnij, »e je±li
nie istnieje trojka graczy, którzy rozegrali ze sob¡ wszystkie trzy mecze, to ª¡czna liczba rozegranych
meczów nie przekracza n2.
Rozwi¡zanie:
Wybieramy gracza A, który rozegraª najwi¦cej gier. Niech k b¦dzie liczb¡ gier rozegranych przez
gracza A i niech S b¦dzie zbiorem graczy, z którymi gracz A graª.
Niech T b¦dzie zbiorem tych graczy, z którymi gracz A nie graª. Oczywi±cie zbiór T ma 2n− k− 1
elementów. Zauwa»my, »e gracze ze zbioru S nie grali ze sob¡. Gdyby bowiem gracze B, C ∈ S
grali ze sob¡, to razem z graczem A tworzyliby trojk¦ graczy, którzy rozegrali ze sob¡ wszystkie
trzy mecze.
Zatem w ka»dym meczu musiaª uczestniczy¢ gracz A lub który± z graczy ze zbioru T . Ka»dy z tych
graczy rozegraª jednak co najwy»ej k gier (gdy» A wybrali±my jako tego, kto rozegraª najwi¦cej).
Zatem liczba wszystkich gier jest nie wi¦ksza od k + (2n − k − 1) · k i pozostaje nam udowodni¢
nierówno±¢

k + (2n− k − 1) · k ≤ n2

równowa»n¡
(2n− k) · k ≤ n2√

(2n− k) · k ≤ (2n− k) + k

2
czyli nierówno±ci pomi¦dzy ±rednimi.

3. W ka»dej z trzech szkóª uczy si¦ n uczniów. Ka»dy ucze« ma w pozostaªych szkoªach razem co
najmniej n + 1 znajomych. Udowodnij, »e z ka»dej szkoªy mo»na wybra¢ po jednym uczniu tak, »e
wszyscy wybrani uczniowie si¦ znaj¡.
Rozwi¡zanie:
Wybieramy ucznia maj¡cego najwi¦ksz¡ liczb¦ znajomych w jednej z pozostaªych szkóª. Przypu-
±¢my, »e tym uczniem jest ucze« A ze szkoªy S1. Zakªadamy, »e w szkole S2 zna on k uczniów, przy
czym liczba k jest wspomnian¡ najwi¦ksz¡ liczb¡ znajomych.
Poniewa» ucze« A nie mo»e zna¢ n + 1 uczniów w szkole S2 (ma ona n uczniów), wi¦c zna co naj-
mniej jednego ucznia w szkole S3; niech tym uczniem b¦dzie B. Ucze« B zna co najwy»ej k osób w
szkole S1, a wi¦c zna co najmniej n + 1− k uczniów w szkole S2. Gdyby znajomi uczniów A i B w



szkole S2 tworzyli dwa zbiory rozª¡czne, to szkoªa S2 miaªaby co najmniej k + (n + 1− k) = n + 1
uczniów, co jest sprzeczne z zaªo»eniem.
Zatem w szkole S2 istnieje ucze« znaj¡cy zarówno A jak i B; wraz z uczniami A i B tworzy on
szukan¡ trojk¦ uczniów.

4. W konferencji bierze udziaª 2n osób. Ka»dy uczestnik konferencji ma w±ród pozostaªych uczestników
co najmniej n znajomych. Udowodnij, »e wszystkich uczestników konferencji mo»na zakwaterowa¢
w pokojach dwuosobowych tak, by ka»dy uczestnik mieszkaª ze swoim znajomym.
�ródªo: XLV OM
Rozwi¡zanie:
Wybieramy najwi¦ksz¡ liczb¦ rozª¡cznych par znajomych:

{a1, b1}, {a2, b2}, . . . , {am, bm}

Je±li m = n, to te pary kwaterujemy w oddzielnych pokojach. Niech wi¦c m < n.
Z maksymalno±ci m wynika, »e »adne dwie pozostaªe osoby nie znaj¡ si¦. Wybieramy dwie z nich:
x i y. W ka»dej parze {ai, bi} zliczamy znajomych x i y. Je±li w ka»dej parze osoby x i y znaj¡ co
najwy»ej 2 osoby, to maj¡ ª¡cznie co najwy»ej 2m < n + n znajomych, wbrew zaªo»eniu.
Istnieje zatem para, w której znaj¡ ª¡cznie co najmniej 3 osoby. Bez zmniejszenia ogólno±ci mo»emy
zaªo»y¢, »e osoba x zna obie osoby ai i bi, a osoba y zna osob¦ ai. Zast¦puj¡c par¦ {ai, bi} parami
{x, bi} oraz {y, ai}, otrzymujemy m + 1 rozª¡cznych par znajomych, wbrew wyborowi liczby m.
Otrzymana sprzeczno±¢ dowodzi, »e m = n.


