Powrdt wielomianow

Teoria

1. Jezeli wielomian W ma wspotczynniki catkowite to
a — b|W(a) — W(b)
dla wszystkich liczb catkowitych a # b.
2. Dla kazdego zg i kazdego wielomianu W (x) zachodzi W(x) = (x — z¢)P(z) + W(xo), gdzie P(z)

jest wielomianem, ktory jest rozny dla réznych z,. Ponadto jezeli W (z) mialo wspotezynniki
catkowite i xq jest catkowite, to P(z) ma wspolczynniki catkowite. (Twierdzenie Bézouta)

3. Niech z1,23,...,2, beds pierwiastkami wielomianu a, 2" 4+ a,_12" ' +--- + a1z + ag, a, # 0 0
wspOtczynnikach zespolonych (w szczegolnosci takze rzeczywistych). Wowczas prawdziwe sg wzory:
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nazywane wzorami Viete’a.
Podzielnosé

1. Dany jest wielomian catkowitoliczbowy P(x), taki, ze 3|P(7) oraz 7|P(3). Wykaz, ze 21| P(10).
Zrodlo: Staszic

2. Wielomian W (z) o wspoétczynnikach catkowitych spelnia warunki:
17\W (15), 13|W(0), 9|W (11)
Pokazaé, ze 1989|W(1001).
Zroédto: Staszic
Wielomian pomocniczy

1. Rozwigzaé¢ uktad rownan w rzeczywistych a,b, ¢, d :

a+b+c+d=4

ab+ac+ ad+bc+bd+cd =—1
abc 4 abd + acd + bed = —16
abcd = —12

Zrodlo: Staszic
2. Rozwiagzaé¢ uktad rownan w liczbach rzeczywistych:
T+y+z=2
22yt +22=14
22+ + 22 =20



Liczby z,y, z spelniaja rownosci: z+y+ 2 = a, % + % + % = % Udowodnié, ze przynajmniej jedna
z nich jest réwna a.

Suma, trzech liczb calkowitych u, v, w jest réwna zeru. Udowodnij, ze liczba 2u* + 2v* + 2w?* jest
kwadratem liczby catkowitej.

Rozwiaza¢ uktad réwnan w dodatnich a, b, c :

ab + be+ ac =12
a+b+c+2=abc

Zrodlo: Staszic

Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja réwnania:
a+b+c+d=-3
A+ +E+d?=7
abc + abd 4 acd + bed = 3

Pokazad, ze istnieje taka liczba rzeczywista M, ze M > abed > —2.
Zrodto: Staszic

Ré6znosci

1.

Wielomian P(z) ma wspoétczynniki catkowite. Udowodni¢, ze jezeli wielomiany P(x) oraz P(P(P(x)))
maja wspoélny pierwiastek rzeczywisty, to maja takze wspoélny pierwiastek catkowity.
Zrédto: LVIII OM I1°

Dany jest wielomian W (z) = 2% + az + b, o wspotezynnikach catkowitych, spetniajacych warunek:
Dla kazdej liczby pierwszej p istnieje taka liczba catkowita k, ze liczby W (k) oraz W (k + 1) sa
podzielne przez p. Dowies¢, ze istnieje liczba catkowita m, dla ktore;j:

W(m)=W(m-+1)=0

Zrédto: LVI OM I1I°

Znalez¢ reszty z dzielenia wielomianu (22 — z — 1)2998

Zrédlo: Staszic

przez wielomiany: x — 11i 22 — 1.

. Zmajdz wszystkie wielomiany p(x), dla ktorych zachodzi nastepujaca tozsamosé:

(z = 26)p(x) = zp(z — 1)
dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Wyznacz wszystkie wielomiany P(x) spetniajace dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y réwnosé:

P(a® —y*) = P(x +y)P(z — y)

Zrédlo: Staszic



