
Powrót wielomianów

Teoria

1. Je»eli wielomian W ma wspóªczynniki caªkowite to

a− b|W (a)−W (b)

dla wszystkich liczb caªkowitych a 6= b.

2. Dla ka»dego x0 i ka»dego wielomianu W (x) zachodzi W (x) = (x − x0)P (x) + W (x0), gdzie P (x)
jest wielomianem, który jest ró»ny dla ró»nych x0. Ponadto je»eli W (x) miaªo wspóªczynniki
caªkowite i x0 jest caªkowite, to P (x) ma wspóªczynniki caªkowite. (Twierdzenie Bèzouta)

3. Niech x1, x2, . . . , xn b¦d¡ pierwiastkami wielomianu anxn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0, an 6= 0 o

wspóªczynnikach zespolonych (w szczególno±ci tak»e rzeczywistych). Wówczas prawdziwe s¡ wzory:
x1 + x2 + · · ·+ xn−1 + xn = −an−1

an

x1x2 + · · ·+ x1xn + x2x3 + · · ·+ x2xn + · · ·+ xn−1xn = an−2
an

...

x1x2 . . . xn = (−1)n a0
an

nazywane wzorami Viète'a.

Podzielno±¢

1. Dany jest wielomian caªkowitoliczbowy P (x), taki, »e 3|P (7) oraz 7|P (3). Wyka», »e 21|P (10).
�ródªo: Staszic

2. Wielomian W (x) o wspóªczynnikach caªkowitych speªnia warunki:

17|W (15), 13|W (0), 9|W (11)

Pokaza¢, »e 1989|W(1001).
�ródªo: Staszic

Wielomian pomocniczy

1. Rozwi¡za¢ ukªad równa« w rzeczywistych a, b, c, d :
a + b + c + d = 4
ab + ac + ad + bc + bd + cd = −1
abc + abd + acd + bcd = −16
abcd = −12

�ródªo: Staszic

2. Rozwi¡za¢ ukªad równa« w liczbach rzeczywistych:
x + y + z = 2
x2 + y2 + z2 = 14
x3 + y3 + z3 = 20



3. Liczby x, y, z speªniaj¡ równo±ci: x + y + z = a, 1
x + 1

y + 1
z = 1

a . Udowodni¢, »e przynajmniej jedna
z nich jest równa a.

4. Suma trzech liczb caªkowitych u, v, w jest równa zeru. Udowodnij, »e liczba 2u4 + 2v4 + 2w4 jest
kwadratem liczby caªkowitej.

5. Rozwi¡za¢ ukªad równa« w dodatnich a, b, c :{
ab + bc + ac = 12
a + b + c + 2 = abc

�ródªo: Staszic

6. Liczby rzeczywiste a, b, c, d speªniaj¡ równania:
a + b + c + d = −3
a2 + b2 + c2 + d2 = 7
abc + abd + acd + bcd = 3

Pokaza¢, »e istnieje taka liczba rzeczywista M , ze M ≥ abcd ≥ −2.
�ródªo: Staszic

Ró»no±ci

1. Wielomian P (x) ma wspóªczynniki caªkowite. Udowodni¢, »e je»eli wielomiany P (x) oraz P (P (P (x)))
maj¡ wspólny pierwiastek rzeczywisty, to maj¡ tak»e wspólny pierwiastek caªkowity.
�ródªo: LVIII OM IIo

2. Dany jest wielomian W (x) = x2 + ax + b, o wspóªczynnikach caªkowitych, speªniaj¡cych warunek:
Dla ka»dej liczby pierwszej p istnieje taka liczba caªkowita k, »e liczby W (k) oraz W (k + 1) s¡
podzielne przez p. Dowie±¢, »e istnieje liczba caªkowita m, dla której:

W (m) = W (m + 1) = 0

�ródªo: LVI OM IIo

3. Znale¹¢ reszty z dzielenia wielomianu (x2 − x− 1)2008 przez wielomiany: x− 1 i x2 − 1.
�ródªo: Staszic

4. Znajd¹ wszystkie wielomiany p(x), dla których zachodzi nast¦puj¡ca to»samo±¢:

(x− 26)p(x) = xp(x− 1)

dla ka»dej liczby rzeczywistej x.

5. Wyznacz wszystkie wielomiany P (x) speªniaj¡ce dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y równo±¢:

P (x2 − y2) = P (x + y)P (x− y)

�ródªo: Staszic


