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Czaskamy zadanka!

Przed treningiem rozgrzewka musi by¢

1. Na pªaszczy¹nie danych jest 6 punktów, z których »adne trzy nie le»¡ na jednej prostej. �¡cz¡c
niektóre z tych punktów narysowano 10 odcinków. Wyka», »e w ten sposób uzyskano co najmniej
jeden trójk¡t.

2. Ka»dy punkt prostej pomalowano jednym z dwóch kolorów. Wykaza¢, »e istniej¡ trzy ró»ne punkty
jednego koloru, z których jeden jest ±rodkiem odcinka o ko«cach w dwóch pozostaªych punktach.

3. Dane s¡ liczby 1, 2, 3, 4, 5, 6. Wykonujemy operacj¦ polegaj¡c¡ na dodaniu liczby 1 do pewnych
dwóch spo±ród tych liczb. Post¦powanie to kontynuujemy. Czy mo»emy w ten sposób otrzyma¢
ci¡g skªadaj¡cy si¦ z sze±ciu równych liczb?

4. Drzewo binarne to drzewo, w którym ka»dy wierzchoªek ma co najwy»ej dwóch synów. Regularne
drzewo binarne to drzewo, w którym ka»dy wierzchoªek ma 0 lub 2 synów. Gª¦boko±ci¡ wierz-
choªka w ukorzenionym drzewie nazwiemy ilo±¢ kraw¦dzi na ±cie»ce mi¦dzy korzeniem drzewa, a
tym wierzchoªkiem. Li±cie to wierzchoªki, które nie maj¡ synów, a pozostaªe wierzchoªki to w¦zªy
wewn¦trzne. Niech X b¦dzie sum¡ gª¦boko±ci w¦zªów wewn¦trznych, a Y sum¡ gª¦boko±ci li±ci w
regularnym drzewie binarnym o n wierzchoªkach. Udowodni¢, »e Y = X + n− 1.

5. Niech waga li±cia x o gª¦boko±ci d drzewa binarnego wyra»ona wzorem w(x) = 2−d. Udowodnij, »e∑
w(x) ≤ 1, gdzie sumujemy po wszystkich li±ciach x.

Jedziemy z koksem

1. Na szachownicy 9× 9 ustawiono 9 wie» w taki sposób, »e »adne dwie nie bij¡ si¦. Nast¦pnie ka»d¡
wie»¦ przestawiono na inne pole ruchem konika szachowego. Wykaza¢, »e po tym przestawieniu
pewne dwie wie»e bij¡ si¦.

2. W turnieju tenisa stoªowego uczestniczyªo 2n zawodników. Ka»dy zawodnik rozegraª z ka»dym
innym zawodnikiem co najwy»ej jeden mecz. Po turnieju okazaªo si¦, »e dokªadnie n zawodników
rozegraªo po dwa mecze, a pozostaªych n zawodników po trzy mecze. Wyznacz wszystkie liczby
caªkowite dodatnie n, dla których taka sytuacja jest mo»liwa.

3. Rozstrzygn¡¢, czy istnieje 777 kolejnych liczby naturalnych, w±ród których znajduje si¦ dokªadnie
7 liczb pierwszych.

4. W przestrzeni danych jest takich n punktów (n ≥ 4), »e »adne cztery nie le»¡ na jednej pªaszczy¹nie.
Ka»de dwa z tych punktów poª¡czono odcinkiem niebieskim lub czerwonym. Udowodnij, »e mo»na
tak wybra¢ jeden z tych kolorów, aby ka»de dwa punkty byªy poª¡czone odcinkiem lub ªaman¡
wybranego koloru.

5. Rozstrzygn¡¢, czy istnieje taki zbiór S zªo»ony z 777 ró»nych liczb caªkowitych dodatnich, »e suma
liczb dowolnego niepustego podzbioru zbioru S nie jest kwadratem liczby caªkowitej.

6. Dana jest tablica rozmiaru 2n×2n, w której 3n pól pomalowano na czarno. Wykaza¢, »e mo»na tak
wybra¢ n kolumn oraz n wierszy, by ka»de czarne pole znalazªo si¦ w pewnym wybranym wierszu
lub w pewnej wybranej kolumnie.



7. Czy wierzchoªki 20�k¡ta foremnego mo»na tak ponumerowa¢ liczbami 1, 2, . . . , 20, aby u»y¢ wszyst-
kich tych liczb oraz aby dla ka»dych czterech kolejnych wierzchoªków suma ich numerów byªa nie
wi¦ksza ni» 42? Odpowied¹ uzasadnij.

8. Ka»d¡ liczb¦ naturaln¡ pomalowano na jeden z dwóch kolorów. Dowie±¢, »e dla ka»dej liczby
naturalnej n istniej¡ ró»ne liczby naturalne a, b > n takie, »e liczby a, b i a+ b s¡ jednego koloru.

9. Ka»demu wierzchoªkowi 100�k¡ta foremnego trzeba przyporz¡dkowa¢ pewn¡ dodatni¡ liczb¦ rze-
czywist¡. Czy mo»liwe jest takie przyporz¡dkowanie, w którym ka»da liczba jest równa warto±ci
bezwzgl¦dnej ró»nicy liczb, które z ni¡ s¡siaduj¡? Odpowied¹ uzasadnij.

10. Na niektórych polach kwadratowej planszy o parzystych wymiarach n×n stoj¡ pionki. Co sekund¦
jeden z pionków przechodzi na wolne pole s¡siednie. Po pewnym czasie wszystkie pionki znalazªy
si¦ na swoich wyj±ciowych pozycjach. Ka»dy pionek wykonaª n2 ruchów i odwiedziª wszystkie pola
planszy. Dowie±¢, ze byª moment, w którym »aden pionek nie staª na swoim polu wyj±ciowym.

11. Dany jest ci¡g n2 + 1 liczb. Wykaza¢, »e ci¡g ten zawiera podci¡g n + 1�elementowy niemalej¡cy
lub podci¡g n+ 1�elementowy nierosn¡cy.

12. Z n2 pªytek w ksztaªcie trójk¡ta równobocznego o boku 1 uªo»ono trójk¡t równoboczny o boku n.
Ka»da pªytka jest z jednej strony biaªa, a z drugiej czarna. Ruch polega na wykonaniu nast¦puj¡cych
czynno±ci: Wybieramy pªytk¦ P maj¡c¡ wspólne boki z co najmniej dwiema pªytkami, których
widoczne strony maj¡ kolor inny ni» widoczna strona pªytki P . Nast¦pnie odwracamy pªytk¦ P na
drug¡ stron¦. Dla ka»dego n ≥ 2 rozstrzygn¡¢, czy istnieje pocz¡tkowe uªo»enie pªytek, pozwalaj¡ce
wykona¢ niesko«czony ci¡g ruchów.

13. Szachownic¡ n× n wypeªniono liczbami rzeczywistymi z przedziaªu 〈−1, 1〉. Suma liczb w ka»dym
kwadracie 2× 2 jest zerem. Udowodni¢, »e suma wszystkich liczb na szachownicy nie przekracza n.

14. Liczby 1, 2, ..., 9 napisano na osobnych kartkach. Gracze na przemian zabieraj¡ sobie po jednej z
nich. Wygrywa ten, kto jako pierwszy skompletuje trzy kartki o sumie liczby równej 15. Gracz
rozpoczynaj¡cy wybraª kartk¦ z liczb¡ 2. Jaki ruch powinien wykona¢ drugi gracz. Czy który± z
zawodników ma strategi¦ wygrywaj¡c¡? Je±li tak, to który?


