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PRZYKEAD 1
Liczby dodatnie a, b, ¢ s takie, ze a + b+ ¢ = 53z. Uzasadnij, ze L + § + 1 > 2007,

W wiekszosci wypadkow stykajac sie z nieréwnoscia zawierajaca warunek mozemy go usunac. Metoda
uzywa tzw. wyrazen jednorodnych.

Zauwazmy, ze podstawienie w wyrazeniu + + ¢ + L zamiast a liczby n-a, zamiast b liczby n-b i zamiast
¢ liczby n - ¢ da nam wyrazenie n=! - (% + % + %) Powiemy wiec, ze wyrazenie é + % + % jest jednorodne
stopnia —1. Pora na formalng definicje =, ktéra w zasadzie nie jest potrzebna, jak sie zrozumie, o co
chodzi:

Definicja 1.1 (Wyrazenie jednorodne). Wyrazenie jest jednorodne stopnia k, jezeli dla kazdego n > 0
po powiekszeniu n razy kazdej ze zmiennych wyjsciowe wyrazenie prazyjmuje wartosé n* razy wiekszq.

Whiosek 1.2. Jezeli wyrazenie W jest stopnia k i 'V jest stopnia k, to W + 'V jest stopnia k. Jezeli W
jest stopnia k, a'V stopnia l, to W -V jest stopnia k + [.

Przyklady wyrazen (zmienne wszedzie a, b, ¢):

1. Wyrazenia a,a+ 2 -b,a + b+ ¢ s3 jednorodne 3. Wyrazenie % + be - v/ab jest jednorodne stop-
stopnia 1, gdyz (na) =n-(a), (na)+2-(nb) = nia 3, bo
n-(a+2-b) oraz (na)+(nb)+(nc) = n-(a+b+c).
(na)t
nb

4
+(nb)(nc)-\/(na)(nb) = n*- (0; +be- @) .
2. Wyrazenie 4 jest jednorodne stopnia 0 —

cokolwiek nie zmienialibySmy w zmiennych
a,b, c warto$¢ jest stala. 4. Wyrazenie a® + b nie jest jednorodne, bo (to

nie formalne wyjasnienie) (n - a)?> + nb =
. n?a? +n-b i tego nie da sie przedstawi¢ w po-
oraz np. wyrazenie 2 + 2+ a~'b. staci n¥ - (a® +b).

Jednorodne stopnia 0 jest tez wyrazenie %

Rozwigzanie zadania 1
Czesé nieoficjalna — jak wykorzystaé warunek.
Chcemy tak uzy¢ warunku, by w nieréwnosci bedacej teza strony byly jednorodne i réwnych stopni.
% + % + % jest stopnia —1, a 2007 jest stopnia 0. W warunku lewa strona jest stopnia 1 a prawda stopnia
0, zatem wymnazamy lewa strone teza przez (dodatnia!) lewa strone warunku, a prawa strone tezy przez
prawa strone warunku:
1 1 1
(a+b+c)- (++> =9
a b ¢
co po podzieleniu przez 3- (% + % + %) jest nieréwnoscia pomiedzy Srednig arytmetyczna, a harmoniczna.
Wszystkie ponizsze zadania po odpowiednim wstawieniu warunku sprowadzajg sie do nierdwnosci, ktdre
mozna udowodnic¢ stosujgc Sredniq arytmetyczng i geometryczng.

ZADANIE 2
Kwadraty liczb dodatnich a, b, ¢ sumuja sie do 1. Uzasadnij, ze —% <ab+bc+ ca < 1.

ZADANIE 3
Liczby dodatnie a, b, ¢ spetniaja warunek a 4+ b+ ¢ = 1. Udowodnij, ze zachodzi nieréwnoéé¢ a? 4+ b% +c? —
2(ab+ be+ ca) > —1.

ZADANIE 4
Iloczyn liczb dodatnich a, b, ¢ jest réwny 1. Udowodnij, ze a + b+ ¢ > 3. Wykaz tez, ze a® + b% + ¢ > 3.

ZADANIE 5
Tloczyn liczb dodatnich a, b, ¢, d to 2011. Jaka jest najmniejsza warto§é wyrazenia a= ' +b~ 1 +c 1 +d~1?

ZADANIE * 6
Liczby dodatnie a, b, ¢ sumuja sie do 1. Pokaz, ze (1 +a)(1+b)(1+¢) = 8(1 —a)(1 =b)(1 —¢).



