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Przykªad 1

Liczby dodatnie a, b, c s¡ takie, »e a+ b+ c = 1
223 . Uzasadnij, »e

1
a + 1

b + 1
c > 2007.

W wi¦kszo±ci wypadków stykaj¡c si¦ z nierówno±ci¡ zawieraj¡c¡ warunek mo»emy go usun¡¢. Metoda
u»ywa tzw. wyra»e« jednorodnych.

Zauwa»my, »e podstawienie w wyra»eniu 1
a +

1
b +

1
c zamiast a liczby n ·a, zamiast b liczby n ·b i zamiast

c liczby n · c da nam wyra»enie n−1 ·
(
1
a + 1

b + 1
c

)
. Powiemy wi¦c, »e wyra»enie 1

a + 1
b +

1
c jest jednorodne

stopnia −1. Pora na formaln¡ de�nicj¦ ¨̂ , która w zasadzie nie jest potrzebna, jak si¦ zrozumie, o co
chodzi:

De�nicja 1.1 (Wyra»enie jednorodne). Wyra»enie jest jednorodne stopnia k, je»eli dla ka»dego n > 0
po powi¦kszeniu n razy ka»dej ze zmiennych wyj±ciowe wyra»enie przyjmuje warto±¢ nk razy wi¦ksz¡.

Wniosek 1.2. Je»eli wyra»enie W jest stopnia k i V jest stopnia k, to W + V jest stopnia k. Je»eli W
jest stopnia k, a V stopnia l, to W · V jest stopnia k + l.

Przykªady wyra»e« (zmienne wsz¦dzie a, b, c):

1. Wyra»enia a, a+ 2 · b, a+ b+ c s¡ jednorodne
stopnia 1, gdy» (na) = n ·(a), (na)+2 ·(nb) =
n·(a+2·b) oraz (na)+(nb)+(nc) = n·(a+b+c).

2. Wyra»enie 4 jest jednorodne stopnia 0 �
cokolwiek nie zmienialiby±my w zmiennych
a, b, c warto±¢ jest staªa.

Jednorodne stopnia 0 jest te» wyra»enie b
c

oraz np. wyra»enie b2

ac + 2 + a−1b.

3. Wyra»enie a4

b + bc ·
√
ab jest jednorodne stop-

nia 3, bo

(na)4

nb
+(nb)(nc)·

√
(na)(nb) = n3·

(
a4

b
+ bc ·

√
ab

)
.

4. Wyra»enie a2 + b nie jest jednorodne, bo (to
nie formalne wyja±nienie) (n · a)2 + nb =
n2a2+n · b i tego nie da si¦ przedstawi¢ w po-
staci nk · (a2 + b).

Rozwi¡zanie zadania 1
Cz¦±¢ nieo�cjalna � jak wykorzysta¢ warunek.

Chcemy tak u»y¢ warunku, by w nierówno±ci b¦d¡cej tez¡ strony byªy jednorodne i równych stopni.
1
a + 1

b +
1
c jest stopnia −1, a 2007 jest stopnia 0. W warunku lewa strona jest stopnia 1 a prawda stopnia

0, zatem wymna»amy lew¡ stron¦ teza przez (dodatni¡!) lew¡ stron¦ warunku, a praw¡ stron¦ tezy przez
praw¡ stron¦ warunku:

(a+ b+ c) ·
(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
> 9

co po podzieleniu przez 3·
(
1
a + 1

b + 1
c

)
jest nierówno±ci¡ pomi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡, a harmoniczn¡.

Wszystkie poni»sze zadania po odpowiednim wstawieniu warunku sprowadzaj¡ si¦ do nierówno±ci, które

mo»na udowodni¢ stosuj¡c ±redni¡ arytmetyczn¡ i geometryczn¡.

Zadanie 2

Kwadraty liczb dodatnich a, b, c sumuj¡ si¦ do 1. Uzasadnij, »e − 1
2 6 ab+ bc+ ca 6 1.

Zadanie 3

Liczby dodatnie a, b, c speªniaj¡ warunek a+ b+ c = 1. Udowodnij, »e zachodzi nierówno±¢ a2 + b2 + c2−
2(ab+ bc+ ca) > − 1

3 .

Zadanie 4

Iloczyn liczb dodatnich a, b, c jest równy 1. Udowodnij, »e a+ b+ c > 3. Wyka» te», »e a2 + b2 + c2 > 3.

Zadanie 5

Iloczyn liczb dodatnich a, b, c, d to 2011. Jaka jest najmniejsza warto±¢ wyra»enia a−1+ b−1+ c−1+d−1?

Zadanie ? 6
Liczby dodatnie a, b, c sumuj¡ si¦ do 1. Poka», »e (1 + a)(1 + b)(1 + c) > 8(1− a)(1− b)(1− c).


