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To kóªko korzysta m.in. z referatu dra Os¦kowskiego na konferencji SEM w Sulejowie w 2008r. oraz
z ogólnodost¦pnej ksi¡»ki Hoojoo Lee �Topics in ineqalities�.

1.1 Teoria

W tym tygodniu f : R→ R jest funkcj¡ ró»niczkowaln¡. Przypomnijmy, »e prosta styczna do wykresu f
w punkcie x0 ma równanie

Lx0
(x) = f(x0) + (x− x0) · f ′(x0). (1)

Warto wspomnie¢ nast¦puj¡cy

Lemat 1.1. 1. Je»eli na pewnym przedziale (a, b) funkcja f ′ jest rosn¡ca (malej¡ca) to mówimy, »e
f jest wypukªa (wkl¦sªa) na (a, b).

2. Je»eli f ′′ istnieje i jest dodatnia (ujemna) na (a, b) to f jest wypukªa (wkl¦sªa) na (a, b).

3. Je»eli funkcja f jest wypukªa (wkl¦sªa) na (a, b), to wykres L le»y pod (ponad) wykresem f .

Funkcja f mo»e by¢ skomplikowana, w nierówno±ciach b¦dziemy starali si¦ zast¡pi¢ j¡ prostsz¡ (bo
liniow¡) funkcj¡ Lx0

. Kluczowe jest tutaj odpowiednie dobranie punktu x0. Powinno ono by¢ takie, »eby
w wyj±ciowej nierówno±ci po podstawieniu za zmienne x0 zachodziªa równo±¢.

Czasami nie da si¦ skorzysta¢ z wypukªo±ci funkcji f (np. gdy jest ona funkcj¡ wielu zmiennych),
wtedy nierówno±¢ f > Lx0 trzeba spróbowa¢ udowodni¢ r¦cznie.

Przykªadowe zadanie poni»ej:

Zadanie 0

Udowodni¢, »e je±li a1, . . . , an s¡ dodatnie, to a1+...+an

n > n
1
a1

+...+ 1
an

(nierówno±¢ pomi¦dzy arytm.

a harm.).

Rozwi¡zanie.
Cz¦±ci zapisane kursyw¡ nie musz¡ by¢ cz¦±ci¡ dowodu.
Podstawowy problem jest taki, »e równo±¢ zachodzi zawsze gdy a1 = . . . = an � nie ma jednej

konkretnej warto±ci, dla której zachodzi. Ale nierówno±¢ jest jednorodna wzgl¦dem a1, . . . , an � mo»emy
przyj¡¢ dodatkowy warunek

a1 + . . .+ an = n i udowadnia¢, »e 1 >
n

1
a1

+ . . .+ 1
an

, równowa»nie
1

a1
+ . . .+

1

an
> n.

Mamy teraz (zgadujemy) dokªadnie jeden punkt, w którym zachodzi równo±¢ a1 = . . . = an = 1.
Zauwa»my, »e f(x) = 1

x jest funkcj¡ wypukª¡ na (0,∞) oraz L1(x) = 1 + (x − 1)(−1) = 2 − x.
Z wypukªo±ci f wynika, »e L1(x) 6 f(x) dla ka»dego x > 0 mo»na to te» policzy¢ bezpo±rednio. Tak wi¦c

1

a1
+ . . .+

1

an
> (2− a1) + . . .+ (2− an) = 2n− (a1 + . . .+ an) = 2n− n = n.

co byªo do udowodnienia.
Gdyby±my wybrali zªy punkt, np. 1/2, otrzymaliby±my nierówno±¢ 1

a1
> L1/2(x) = 2+(x−1/2)·(−4) =

4− 4x, a po zsumowaniu 1
a1

+ . . .+ 1
an

> 4n− 4(a1 + . . .+ an) = 4n− 4n = 0, co nie jest fajne.



1.2 Zadania

Zadanie 1

Niech a, b b¦d¡ liczbami dodatnimi, takimi, »e a+ b = 1. Udowodni¢, »e

a2

a+ 1
+

b2

b+ 1
>

1

3
.

Zadanie 2

Udowodnij, »e je±li a, b, c > 0, to

4a2

b+ c
+

4b2

a+ c
+

4c2

a+ b
> 2(a+ b+ c).

Wskazówka: jak w przykªadzie dodaj warunek a+ b+ c = . . .

Zadanie 3

Udowodnij, »e dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c zachodzi nierówno±¢ Nesbitta

a

b+ c
+

b

a+ c
+

c

a+ b
>

3

2
.

Wskazówka: jak w przykªadzie dodaj warunek a+ b+ c = . . .


