Grupa, moscl panowie

Teoria
Definicja Zbior G z okreslonym dziataniem x nazywamy grupg jezeli
1. Dla wszystkich a,b € G jest axb € G,

2. Dla wszystkich a,b,c € G jest (a xb) *x ¢ = a * (b*c) — kolejnosé wykonywania dziatan nie ma
2ZNaczenia

3. Istnieje ‘“gedynka” — element neutralny dziatania, innymi stowy istnieje pewne e € G takie, zZe

dla kazdego t € G zxe=xiexr==x

4. Dla kazdego elementu a € G istnieje taki element b € G, Ze
axb=-eorazbxa=c¢e

przypominam e to element neutralny grupy.

Podstawowe wlasnosci wynikajace wprost z definicji. Mozna je wrzuci¢ do definicji, ale wtedy spraw-
dzanie, czy dany zbiér jest podgrupa bytoby trudniejsze.

1. Z grupie jest dokladnie jeden element neutralny
jezeli e, f € G sa elementami neutralnymi grupy G, to e = f.
Dowéd:
Niech e, f bedy elementami neutralnymi grupy G. Wtedy

e=ef=f

2. W danej grupie G dany element a € G ma dokladnie jedng odwrotnosc.
Innymi stowy, jezeli elementy b, c € G sg oba odwrotnosciami a, to b = c.
Dowdéd:

Niech b, ¢ beda odwrotnosciami a, za$ e bedzie elementem neutralnym. Wtedy

b=be =blac) = (ba)c=ec=rc

Konwencje zapisu - jak pisaé¢ krocej.
7 pierwszej wlasnosci grup wynika, ze w dzialaniu * nie musimy uzywaé nawiaséw. Stosuje sie konwencje

e ab jako zapis a * b,

abc jako zapis a *x b * c,

1 jako zapis elementu neutralnego grupy G,
e o~ ! jako zapis elementu odwrotnego do elementu a.
e ab~ ! jako zapis a x (b™1).

Tozsamo$é¢ aa~! = 1 juz wyglada zwyczajnie prawda?



Alternatywna konwencja Zwtlaszcza dla grup przemiennych czesto stosuje sie zapis alternatywny
“dodawanie” zamiast “mnozenia”.

a + b jako zapis a * b,

0 jako zapis elementu neutralnego grupy G,
—a jako zapis elementu odwrotnego do a.

a — b jako zapis a + (—b).

Tozsamos¢ (przykladowa) a —a = 0.

Przykladowe grupy

1.

© »®» N &

10.

Dla danego zbioru X bijekcje X — X (bijekcja to funkcja roznowartosciowa i przyjmujaca wszystkie
mozliwe wartoéci) — dziatanie to sktadanie funkcji.

. Dla danego zbioru X bijekcje X — X, zachowujace dany punkt/zbiér punktow (Bijekcja f : X — X

zachowuje podzbior Y C X, jezeli f(Y) =Y) — dzialanie to sktadanie funkcji.
Przeksztatcenia plaszczyzny zachowujace dany punkt.

Przeksztalcenia plaszczyzny zachowujace odlegtosci pomiedzy punktami (izometrie ptaszczyzny):

w tym obroty, translacje, symetrie. . . (dzialanie = sktadanie przeksztalcen).
Izometrie plaszczyzny zachowujace dany trojkat/czworokat. . . (dzialanie = sktadanie przeksztal-
cen).

Zbior liczb rzeczywistych/wymiernych /catkowitych z dodawaniem.

Zbior liczb rzeczywistych/wymiernych /calkowitych bez zera z mnozeniem.
Zbior {0,1,...,n — 1} z dzialaniem axb =a+b mod n.

Dla liczby pierwszej p zbior {1,...,p — 1} z mnozeniem a * b = ab mod p.

Dla dowolnej liczby n zbiér tych liczb z {1,2,...,n} ktére sa wzglednie pierwsze z n, z mnozeniem
a*xb=ab mod n.
Tlosé elementow grupy oznacza sie ¢(n).

Dodatkowe potrzebne definicje

1.

Definicja Jezeli G jest grupg, oraz H C G jest grupg ze wzgledu na to samo dziatanie co G, to H
nazywamy podgrupag grupy G.

Np. grupa liczb catkowitych z + jest podgrupa grupy liczb rzeczywistych z +.

Definicja Jezeli G jest grupqg i G, jako zbior jest skoriczony to moéwimy, ze grupa G jest skori-
czona. W tym przypadku ilosé elementow zbioru G oznaczamy (standardowo) |G|.

Jezeli dla kazdych elementow a, b grupy G zachodzi a *x b = b x a, to méwimy, ze grupa jest prze-
mienna.

. Dla danego elementu a grupy skoniczonej G definiujemy rzad a jako najmniejsze n € Z, takie, ze

a" =1 w grupie G

Rzad elementu oznaczamy ord(a, G), lub ord(a), albo wrecz o(a).



Wreszcie jakas$ teoria
1. Lemat Jezeli G jest grupq z dziataniem x oraz H C G, przy czym zachodzi
Va,beH axbe H

vaeH a_l eH
to H jest podgrupg G.
Dowdéd:
Wtasnosci 1, 2 i 4 grupy sa spelnione, pozostaje wykazaé¢ wlasnosé 3, czyli istnienie elementu

neutralnego.
Wezmy dowolny element a € H. Wiemy, ze a~! € H, a wiec takze e = aa™! € H.

2. Twierdzenie (Lagrange) Jezeli G jest grupg skoriczona, za$ H jest podgrupg grupy G, to

[H| | |G

Dowéd:

(a) Dla kazdego a € G definiujemy zbior
aH :={ah | he H}
(b) Rozwazmy a,b € G. Chcemy udowodnié, ze
aH = bH albo aHNbH =0
Zalozmy, ze aH NbH # ), niech ¢ € aH NbH. Z definicji istnieja takie hq,hs € H, ze
ahy = ¢ = bhy

Stad ah; = bhs, wigc a = ahihy ' = bhohy* € bH.
Wezmy dowolny element aHH. Ma on postaé¢ ah dla pewnego h € H. Mamy

ah = (bhahT')h = b(hoh'h) € bH

stad aH C bH, analogicznie bH C aH, a wiec aH = bH.

(c) Widzimy, ze grupa G rozpada sie na skornczong liczbe roztacznych podzbioréw: a1 H, ..., a, H.
Jezeli udowodnimy, ze kazdy z tych podzbior6w ma | H| elementow, to teza bedzie dowiedziona,

gdyz
|G| =|a1H|+ -+ |apnH| = n|H|

(d) Wezmy dowolny zbior
aH ={ah | he H}

zbior ten ma |H|, jezeli elementy ahy, ahs sa rozne dla réznych hy, hy € H. Zalézmy, ze
ah1 = ahg stqd hl = ailahl = ailahz = hg
dowdd jest zakoriczony.

3. Dla danej grupy G i a € G zbior postaci {1,a,a?,...,a*"4@~1} jest grupa; nazywamy go grupa
generowang przez a i oznaczamy (a). Grupa ta ma ord(a) elementow.
Dowéd:



(a) Zauwazmy, ze dla wszystkich k € Z zachodzi a* € (a).
Podzielmy z reszta; niech ¢, € Z, 0 < r < ord(a) beda takie, ze k = gord(a) + 7.

ak _ aqord(a)+r _ (aord(a))qar — 19" = " € <a>

gdyz r € {0,1,...,ord(a) — 1}.
(b) Uzasadnie na poczatek, ze (a) jest grupa.
Korzystajac z lematu wystarczy pokazaé¢ wlasnosci 1 i 4 grupy.
Niech a*,a! € {a). Chce pokazaé, ze a**! € (a) oraz a=* € (a). To wynika wprost z poprzed-
niego podpunktu.
(c) Pozostaje uzasadnié, ze elementy 1,a,...,a°"d(®)~1
Niech a* = a! dla ord(a) > 1 > k. Wtedy

sa parami rézne.

sprzeczno$é z definicja ord(a).
(d) Z powyzszych rozwazan wynika w szczegolnosci, ze
(a)={... ca 2a7 b ad’ a,d?, ... }
z prawej strony niektore elementy powtarzaja sie.
4. Wniosek Jezeli a jest elementem grupy skotriczonej G, to
ord(a,G) | |G|

a®l=1w grupie G
Dowéd:

(a) Warto przypomnieé definicje rzedu.
(b) Wystarczy uzasadni¢, ze ord(a, G) | |G|, gdyz wtedy al®l = (a°"d(®)) = 1+ =1 w grupie G.
(c) Podzbior

(a) = {1,a, . 7aord(a)_l}

jest podgrupa G, majaca ord(a) elementow. Podzielnosé z tezy wniosku wyniknie wprost z tw.
Lagrange.

5. Wniosek (Fermat) Jezeli p jest liczbg pierwszq zas a jest catkowite dodatnie, to

pla? —a

Dowdéd:
Przypadek p|a jest banalny. Mozna uznac, ze a wzglednie pierwsze z p. Z wniosku 4. zastosowanego
do grupy {1,2,...,p — 1} z mnozeniem mod p otrzymujemy p|aP~! — 1, a stad teze.

6. Wniosek (Euler) Jezeli liczby naturalne n,a sq wzglednie pierwsze, to

nja®™ — 1

Dowdéd:
Zastosowanie wniosku 4. do grupy z 10. przyktadu, warto zauwazy¢, ze tw. Fermata jest szczegdl-
nym przypadkiem tego twierdzenia.

7. Wniosek (Lemat o rzedzie (slabsza forma)) Jezeli p jest liczbg pierwszq, zas a jest liczbg
catkowitq wzglednie pierwszq z p oraz ord(a,p) oznacza rzqd a wzgledem p (patrz kétko o rzedzie,
definicja jest zgodna z powyzszq) to

ord(a,p) | p—1

Dowod:
Bezposrednie skorzystanie z wniosku dla grupy {1,2,...,p — 1} z mnozeniem mod p.



Troche teorii z * (duzo * na tym koélku :)
1. Lemat Jezeli grupa G jest skoriczona i przemienna, to dla dowolnych elementéow a,c € G w grupie

G istnieje element majgcy rzad NWW (ord(a),ord(c)).

Dowéd:

(a) Niech a,c € G, niech d = NW D(ord(a),ord(c)). Element c? ma rzad @ (sprawdz to!), wiec
NW D(ord(c?),ord(a)) = 1 [tutaj kryje sie niescistos¢, tak naprawde mozna jedynie wziaé
takie dy,ds, ze didy = d oraz NW D(ord(c?),ord(a%?)) = 1. Nie ma to wptywu na przebieg
dowodu], NWW (ord(c?),ord(a)) = NWW (ord(a),ord(c)).

Oznaczam b := ¢?. Udowodnig, ze element ab ma szukany rzad NWW (ord(a),ord(d)).

(b) Na poczatek udowodnie, ze
(@yn{h) =1

Niech g € (a) N (b). Z wniosku z tw. Lagrange
ord(g) | |{a)| = ord(a)

ord(g) | [(b) = ord(b)

a wiec ord(g) | NWD(ord(a),ord(h)) = 1. Tym samym g = g* = ¢°"4(9) =1,
Oczywiscie 1 € (a) N (b) (dlaczego?).

(c) Niech dla zwieztosci O := ord(ab), wiec (ab)® = 1. Skoro grupa jest przemienna, to
1= (ab)® = a%b°
Popatrzmy na element a®. a© € (a) oraz a® = (b9)~! = b9 € (b). A wiec
a® € (a) N (b) stad a® = 1 wiec ord(a) | O
Analogicznie ord(b) | O, stad
NWW (ord(a),ord(b)) | O
(d) Obliczam
(ab)NW W (ord(@),0xd()) _ (NWW (ord(a),0rd(5)) , NWW (oxd(@).ord(®)) _ 1 4 1 — 1
stad wynika O = ord(ab) | NWW (ord(a),ord (b)), co w polaczeniu z
NWW (ord(a),ord(d)) | O
daje O = NWW (ord(a), ord(b)), czyli teze.
2. Twierdzenie (Istnienie generatora) Jezeli p jest liczbg pierwszq, to grupa
{1,2,...,p—1}

z mnozeniem mod p jest grupg gemerowang przez pewien element g, innymi stowy istnieje takie g,

ze liczby {g, g2, ... ,gp_l} dajg parami rézne reszty z dzielenia przez p.
Dowdéd:
(a) Grupa G :={1,2,...,p— 1} ma skonczenie wiele elementéw, wezmy element a najwiekszego

rzedu M. Jezeli udowodnimy, ze M = p — 1, to grupa cykliczna (a) bedzie miata p — 1
elementéw, wiec bedzie rowna grupie G.



(b)

Wezmy dowolny element b € G. Jezeli ord(b) [ ord(a), to z lematu istnieje takie g € G, ze
ord(g) = NWW (ord(a),ord(b)) > ord(a)
sprzecznosé z okresleniem a jako elementu o najwiekszym rzedzie. Tak wiec
dla kazdego b € G ord(b) | ord(a) = M
dla kazdego b € G bM = 1.

Chciatbym teraz zdefiniowaé, co to jest wielomian o wspotczynnikach w Z,, := {0,1,...,p — 1}.
Niestety do tego potrzeba mi jeszcze troche definicji.

Definicja Zbior F' z dziataniami + i - taki, zZe
1. F jest grupg przemienng ze wzgledu na dziatanie +. Bedziemy oznaczaé dziatanie tej grupy
w konwencji dodawania, tj. element neutralny oznaczymy 0 itd.
it. F\ {0} jest grupq przemienng ze wzgledu na -.
i15. Zachodzq prawa rozdzielnosci:
a(b+c) =ab+ ac
(b+c)a=ba+ca
nazywamy ctatem.
Liczby rzeczywiste sa ciatem, liczby wymierne sa cialem.
Lemat Dla dowolnej liczby pierwszej p zbior

Z,=1{0,1,....,p—1}

z dziataniami + mod p i - mod p jest ciatem.

Dowod:

Udowodnilismy, ze Z, z dzialaniem + jest grupa, oraz Z,\ {0} z dzialaniem - mod p jest grupa.
Pozostaje przeliczy¢ prawa rozdzielnosci (a raczej jedno z nich, bo w przypadku przemiennym
one sa rownowazne), czyli “udowodnié”, ze

a(b+c¢)=ab+ac mod p

co jest oczywiste.

Tak jak rozwazamy wielomiany o wspoétczynnikach w R (niektorzy rowniez C), tak samo mo-
zemy rozwazy¢ wielomiany o wspoélczynnikach z dowolnego ciala, w szczegélnosci z Z,,.

Twierdzenie (Bézout) Jezeli wielomian P(x) o wspdtczynnikach z ciata, spetnia réwnosé
P(a) =0 dla elementu ciata a, to

P(z) = (z - a)Q(x)

dla pewnego wielomianu Q(x) o wspdétczynnikach z ciata.

Dowod:
Identyczny jak w klasycznym twierdzeniu.

Whniosek (Langange) Wielomian W (x) stopnia n moze mieé co najwyzej n pierwiastkow,
liczgce z krotnosciami.

Dowod:
Jest to wniosek z tw. Bézout, dowdd analogiczny jak dla wielomianéw nad R.

Dokonczenie dowodu Przypominam: G ={1,2,...,p—1}1i
dla kazdego b € G b™ = 1.

Wielomian W (z) := 2™ — 1 o wspoétezynnikach z ciata Z, ma pierwiastki 1,2,...,p—1. Z tw.
Lagrange wynika, ze

M =degW(z) >p—1
Nieréwnos$é¢ ord(a) = M < p — 1 wynika np. z tego, ze ord(a) | p — 1. Otrzymalismy wiec
M = p —1 co byto do udowodnienia.



