
Grup¡, mo±ci panowie

Teoria

De�nicja Zbiór G z okre±lonym dziaªaniem ∗ nazywamy grup¡ je»eli

1. Dla wszystkich a, b ∈ G jest a ∗ b ∈ G,

2. Dla wszystkich a, b, c ∈ G jest (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) � kolejno±¢ wykonywania dziaªa« nie ma
znaczenia

3. Istnieje �jedynka� � element neutralny dziaªania, innymi sªowy istnieje pewne e ∈ G takie, »e

dla ka»dego x ∈ G x ∗ e = x i e ∗ x = x

4. Dla ka»dego elementu a ∈ G istnieje taki element b ∈ G, »e

a ∗ b = e oraz b ∗ a = e

przypominam e to element neutralny grupy.

Podstawowe wªasno±ci wynikaj¡ce wprost z de�nicji. Mo»na je wrzuci¢ do de�nicji, ale wtedy spraw-
dzanie, czy dany zbiór jest podgrup¡ byªoby trudniejsze.

1. Z grupie jest dokªadnie jeden element neutralny
je»eli e, f ∈ G s¡ elementami neutralnymi grupy G, to e = f .
Dowód:
Niech e, f b¦d¡ elementami neutralnymi grupy G. Wtedy

e = ef = f

2. W danej grupie G dany element a ∈ G ma dokªadnie jedn¡ odwrotno±¢.
Innymi sªowy, je»eli elementy b, c ∈ G s¡ oba odwrotno±ciami a, to b = c.
Dowód:
Niech b, c b¦d¡ odwrotno±ciami a, za± e b¦dzie elementem neutralnym. Wtedy

b = be = b(ac) = (ba)c = ec = c

Konwencje zapisu � jak pisa¢ krócej.
Z pierwszej wªasno±ci grup wynika, »e w dziaªaniu ∗ nie musimy u»ywa¢ nawiasów. Stosuje si¦ konwencj¦

• ab jako zapis a ∗ b,

• abc jako zapis a ∗ b ∗ c,

• 1 jako zapis elementu neutralnego grupy G,

• a−1 jako zapis elementu odwrotnego do elementu a.

• ab−1 jako zapis a ∗ (b−1).

• To»samo±¢ aa−1 = 1 ju» wygl¡da zwyczajnie prawda?



Alternatywna konwencja Zwªaszcza dla grup przemiennych cz¦sto stosuje si¦ zapis alternatywny
�dodawanie� zamiast �mno»enia�.

• a+ b jako zapis a ∗ b,

• 0 jako zapis elementu neutralnego grupy G,

• −a jako zapis elementu odwrotnego do a.

• a− b jako zapis a+ (−b).

• To»samo±¢ (przykªadowa) a− a = 0.

Przykªadowe grupy

1. Dla danego zbioru X bijekcje X → X (bijekcja to funkcja ró»nowarto±ciowa i przyjmuj¡ca wszystkie
mo»liwe warto±ci) � dziaªanie to skªadanie funkcji.

2. Dla danego zbioruX bijekcjeX → X, zachowuj¡ce dany punkt/zbiór punktów (Bijekcja f : X → X
zachowuje podzbiór Y ⊂ X, je»eli f(Y ) = Y ) � dziaªanie to skªadanie funkcji.

3. Przeksztaªcenia pªaszczyzny zachowuj¡ce dany punkt.

4. Przeksztaªcenia pªaszczyzny zachowuj¡ce odlegªo±ci pomi¦dzy punktami (izometrie pªaszczyzny):
w tym obroty, translacje, symetrie. . . (dziaªanie = skªadanie przeksztaªce«).

5. Izometrie pªaszczyzny zachowuj¡ce dany trójk¡t/czworok¡t. . . (dziaªanie = skªadanie przeksztaª-
ce«).

6. Zbiór liczb rzeczywistych/wymiernych/caªkowitych z dodawaniem.

7. Zbiór liczb rzeczywistych/wymiernych/caªkowitych bez zera z mno»eniem.

8. Zbiór {0, 1, . . . , n− 1} z dziaªaniem a ∗ b = a+ b mod n.

9. Dla liczby pierwszej p zbiór {1, . . . , p− 1} z mno»eniem a ∗ b = ab mod p.

10. Dla dowolnej liczby n zbiór tych liczb z {1, 2, . . . , n} które s¡ wzgl¦dnie pierwsze z n, z mno»eniem
a ∗ b = ab mod n.
Ilo±¢ elementów grupy oznacza si¦ ϕ(n).

Dodatkowe potrzebne de�nicje

1. De�nicja Je»eli G jest grup¡, oraz H ⊂ G jest grup¡ ze wzgl¦du na to samo dziaªanie co G, to H
nazywamy podgrup¡ grupy G.

Np. grupa liczb caªkowitych z + jest podgrup¡ grupy liczb rzeczywistych z +.

2. De�nicja Je»eli G jest grup¡ i G, jako zbiór jest sko«czony to mówimy, »e grupa G jest sko«-
czona. W tym przypadku ilo±¢ elementów zbioru G oznaczamy (standardowo) |G|.

3. Je»eli dla ka»dych elementów a, b grupy G zachodzi a ∗ b = b ∗ a, to mówimy, »e grupa jest prze-
mienna.

4. Dla danego elementu a grupy sko«czonej G de�niujemy rz¡d a jako najmniejsze n ∈ Z+ takie, »e

an = 1 w grupie G

Rz¡d elementu oznaczamy ord(a,G), lub ord(a), albo wr¦cz o(a).



Wreszcie jaka± teoria

1. Lemat Je»eli G jest grup¡ z dziaªaniem ∗ oraz H ⊂ G, przy czym zachodzi

∀a,b∈H a ∗ b ∈ H

∀a∈H a−1 ∈ H

to H jest podgrup¡ G.

Dowód:
Wªasno±ci 1, 2 i 4 grupy s¡ speªnione, pozostaje wykaza¢ wªasno±¢ 3, czyli istnienie elementu
neutralnego.
We¹my dowolny element a ∈ H. Wiemy, »e a−1 ∈ H, a wi¦c tak»e e = aa−1 ∈ H.

2. Twierdzenie (Lagrange) Je»eli G jest grup¡ sko«czon¡, za± H jest podgrup¡ grupy G, to

|H| | |G|

Dowód:

(a) Dla ka»dego a ∈ G de�niujemy zbiór

aH := {ah | h ∈ H}

(b) Rozwa»my a, b ∈ G. Chcemy udowodni¢, »e

aH = bH albo aH ∩ bH = ∅

Zaªó»my, »e aH ∩ bH 6= ∅, niech c ∈ aH ∩ bH. Z de�nicji istniej¡ takie h1, h2 ∈ H, »e

ah1 = c = bh2

St¡d ah1 = bh2, wi¦c a = ah1h
−1
1 = bh2h

−1
1 ∈ bH.

We¹my dowolny element aH. Ma on posta¢ ah dla pewnego h ∈ H. Mamy

ah = (bh2h
−1
1 )h = b(h2h

−1
1 h) ∈ bH

st¡d aH ⊆ bH, analogicznie bH ⊆ aH, a wi¦c aH = bH.

(c) Widzimy, »e grupa G rozpada si¦ na sko«czon¡ liczb¦ rozª¡cznych podzbiorów: a1H, . . . , anH.
Je»eli udowodnimy, »e ka»dy z tych podzbiorów ma |H| elementów, to teza b¦dzie dowiedziona,
gdy»

|G| = |a1H|+ · · ·+ |anH| = n|H|

(d) We¹my dowolny zbiór
aH = {ah | h ∈ H}

zbiór ten ma |H|, je»eli elementy ah1, ah2 s¡ ró»ne dla ró»nych h1, h2 ∈ H. Zaªó»my, »e

ah1 = ah2 st¡d h1 = a−1ah1 = a−1ah2 = h2

dowód jest zako«czony.

3. Dla danej grupy G i a ∈ G zbiór postaci
{
1, a, a2, . . . , aord(a)−1

}
jest grup¡; nazywamy go grup¡

generowan¡ przez a i oznaczamy 〈a〉. Grupa ta ma ord(a) elementów.
Dowód:



(a) Zauwa»my, »e dla wszystkich k ∈ Z zachodzi ak ∈ 〈a〉.
Podzielmy z reszt¡; niech q, r ∈ Z, 0 ≤ r < ord(a) b¦d¡ takie, »e k = q ord(a) + r.

ak = aq ord(a)+r = (aord(a))qar = 1qar = ar ∈ 〈a〉

gdy» r ∈ {0, 1, . . . , ord(a)− 1}.
(b) Uzasadni¦ na pocz¡tek, »e 〈a〉 jest grup¡.

Korzystaj¡c z lematu wystarczy pokaza¢ wªasno±ci 1 i 4 grupy.
Niech ak, al ∈ 〈a〉. Chc¦ pokaza¢, »e ak+l ∈ 〈a〉 oraz a−k ∈ 〈a〉. To wynika wprost z poprzed-
niego podpunktu.

(c) Pozostaje uzasadni¢, »e elementy 1, a, . . . , aord(a)−1 s¡ parami ró»ne.
Niech ak = al dla ord(a) > l > k. Wtedy

1 = a−kak = a−kal = al−k

sprzeczno±¢ z de�nicj¡ ord(a).

(d) Z powy»szych rozwa»a« wynika w szczególno±ci, »e

〈a〉 =
{
. . . , a−2, a−1, a0, a, a2, . . .

}
z prawej strony niektóre elementy powtarzaj¡ si¦.

4. Wniosek Je»eli a jest elementem grupy sko«czonej G, to

ord(a,G) | |G|

a|G| = 1 w grupie G

Dowód:

(a) Warto przypomnie¢ de�nicj¦ rz¦du.

(b) Wystarczy uzasadni¢, »e ord(a,G) | |G|, gdy» wtedy a|G| = (aord(a))... = 1... = 1 w grupie G.

(c) Podzbiór

〈a〉 =
{
1, a, . . . , aord(a)−1

}
jest podgrup¡ G, maj¡c¡ ord(a) elementów. Podzielno±¢ z tezy wniosku wyniknie wprost z tw.
Lagrange.

5. Wniosek (Fermat) Je»eli p jest liczb¡ pierwsz¡ za± a jest caªkowite dodatnie, to

p|ap − a

Dowód:
Przypadek p|a jest banalny. Mo»na uzna¢, »e a wzgl¦dnie pierwsze z p. Z wniosku 4. zastosowanego
do grupy {1, 2, . . . , p− 1} z mno»eniem mod p otrzymujemy p|ap−1 − 1, a st¡d tez¦.

6. Wniosek (Euler) Je»eli liczby naturalne n, a s¡ wzgl¦dnie pierwsze, to

n|aϕ(n) − 1

Dowód:
Zastosowanie wniosku 4. do grupy z 10. przykªadu, warto zauwa»y¢, »e tw. Fermata jest szczegól-
nym przypadkiem tego twierdzenia.

7. Wniosek (Lemat o rz¦dzie (sªabsza forma)) Je»eli p jest liczb¡ pierwsz¡, za± a jest liczb¡
caªkowit¡ wzgl¦dnie pierwsz¡ z p oraz ord(a, p) oznacza rz¡d a wzgl¦dem p (patrz kóªko o rz¦dzie,
de�nicja jest zgodna z powy»sz¡) to

ord(a, p) | p− 1

Dowód:
Bezpo±rednie skorzystanie z wniosku dla grupy {1, 2, . . . , p− 1} z mno»eniem mod p.



Troch¦ teorii z * (du»o * na tym kóªku :)

1. Lemat Je»eli grupa G jest sko«czona i przemienna, to dla dowolnych elementów a, c ∈ G w grupie
G istnieje element maj¡cy rz¡d NWW (ord(a), ord(c)).

Dowód:

(a) Niech a, c ∈ G, niech d = NWD(ord(a), ord(c)). Element cd ma rz¡d o(c)
d (sprawd¹ to!), wi¦c

NWD(ord(cd), ord(a)) = 1 [tutaj kryje si¦ nie±cisªo±¢, tak naprawd¦ mo»na jedynie wzi¡¢
takie d1, d2, »e d1d2 = d oraz NWD(ord(cd1), ord(ad2)) = 1. Nie ma to wpªywu na przebieg
dowodu], NWW (ord(cd), ord(a)) = NWW (ord(a), ord(c)).
Oznaczam b := cd. Udowodni¦, »e element ab ma szukany rz¡d NWW (ord(a), ord(b)).

(b) Na pocz¡tek udowodni¦, »e
〈a〉 ∩ 〈b〉 = 1

Niech g ∈ 〈a〉 ∩ 〈b〉. Z wniosku z tw. Lagrange

ord(g) | |〈a〉| = ord(a)

ord(g) | |〈b〉| = ord(b)

a wi¦c ord(g) | NWD(ord(a), ord(b)) = 1. Tym samym g = g1 = gord(g) = 1.
Oczywi±cie 1 ∈ 〈a〉 ∩ 〈b〉 (dlaczego?).

(c) Niech dla zwi¦zªo±ci O := ord(ab), wi¦c (ab)O = 1. Skoro grupa jest przemienna, to

1 = (ab)O = aObO

Popatrzmy na element aO. aO ∈ 〈a〉 oraz aO = (bO)−1 = b−O ∈ 〈b〉. A wi¦c

aO ∈ 〈a〉 ∩ 〈b〉 st¡d aO = 1 wi¦c ord(a) | O

Analogicznie ord(b) | O, st¡d

NWW (ord(a), ord(b)) | O

(d) Obliczam

(ab)NWW (ord(a),ord(b)) = aNWW (ord(a),ord(b))bNWW (ord(a),ord(b)) = 1 ∗ 1 = 1

st¡d wynika O = ord(ab) | NWW (ord(a), ord(b)), co w poª¡czeniu z

NWW (ord(a), ord(b)) | O

daje O = NWW (ord(a), ord(b)), czyli tez¦.

2. Twierdzenie (Istnienie generatora) Je»eli p jest liczb¡ pierwsz¡, to grupa

{1, 2, . . . , p− 1}

z mno»eniem mod p jest grup¡ generowan¡ przez pewien element g, innymi sªowy istnieje takie g,
»e liczby

{
g, g2, . . . , gp−1

}
daj¡ parami ró»ne reszty z dzielenia przez p.

Dowód:

(a) Grupa G := {1, 2, . . . , p− 1} ma sko«czenie wiele elementów, we¹my element a najwi¦kszego
rz¦du M . Je»eli udowodnimy, »e M = p − 1, to grupa cykliczna 〈a〉 b¦dzie miaªa p − 1
elementów, wi¦c b¦dzie równa grupie G.



(b) We¹my dowolny element b ∈ G. Je»eli ord(b) 6 | ord(a), to z lematu istnieje takie g ∈ G, »e

ord(g) = NWW (ord(a), ord(b)) > ord(a)

sprzeczno±¢ z okre±leniem a jako elementu o najwi¦kszym rz¦dzie. Tak wi¦c

dla ka»dego b ∈ G ord(b) | ord(a) = M

dla ka»dego b ∈ G bM = 1.

(c) Chciaªbym teraz zde�niowa¢, co to jest wielomian o wspóªczynnikach w Zp := {0, 1, . . . , p− 1}.
Niestety do tego potrzeba mi jeszcze troch¦ de�nicji.

(d) De�nicja Zbiór F z dziaªaniami + i · taki, »e
i. F jest grup¡ przemienn¡ ze wzgl¦du na dziaªanie +. B¦dziemy oznacza¢ dziaªanie tej grupy

w konwencji dodawania, tj. element neutralny oznaczymy 0 itd.

ii. F\ {0} jest grup¡ przemienn¡ ze wzgl¦du na ·.
iii. Zachodz¡ prawa rozdzielno±ci:

a(b+ c) = ab+ ac

(b+ c)a = ba+ ca

nazywamy ciaªem.

Liczby rzeczywiste s¡ ciaªem, liczby wymierne s¡ ciaªem.

(e) Lemat Dla dowolnej liczby pierwszej p zbiór

Zp = {0, 1, . . . , p− 1}

z dziaªaniami + mod p i · mod p jest ciaªem.

Dowód:
Udowodnili±my, »e Zp z dziaªaniem + jest grup¡, oraz Zp\ {0} z dziaªaniem · mod p jest grup¡.
Pozostaje przeliczy¢ prawa rozdzielno±ci (a raczej jedno z nich, bo w przypadku przemiennym
one s¡ równowa»ne), czyli �udowodni¢�, »e

a(b+ c) ≡ ab+ ac mod p

co jest oczywiste.

(f) Tak jak rozwa»amy wielomiany o wspóªczynnikach w R (niektórzy równie» C), tak samo mo-
»emy rozwa»y¢ wielomiany o wspóªczynnikach z dowolnego ciaªa, w szczególno±ci z Zp.

(g) Twierdzenie (Bézout) Je»eli wielomian P (x) o wspóªczynnikach z ciaªa, speªnia równo±¢
P (a) = 0 dla elementu ciaªa a, to

P (x) = (x− a)Q(x)

dla pewnego wielomianu Q(x) o wspóªczynnikach z ciaªa.

Dowód:
Identyczny jak w klasycznym twierdzeniu.

(h) Wniosek (Langange) Wielomian W (x) stopnia n mo»e mie¢ co najwy»ej n pierwiastków,
licz¡c z krotno±ciami.

Dowód:
Jest to wniosek z tw. Bèzout, dowód analogiczny jak dla wielomianów nad R.

(i) Doko«czenie dowodu Przypominam: G = {1, 2, . . . , p− 1} i

dla ka»dego b ∈ G bM = 1.

Wielomian W (x) := xM − 1 o wspóªczynnikach z ciaªa Zp ma pierwiastki 1, 2, . . . , p− 1. Z tw.
Lagrange wynika, »e

M = degW (x) ≥ p− 1

Nierówno±¢ ord(a) = M ≤ p − 1 wynika np. z tego, »e ord(a) | p − 1. Otrzymali±my wi¦c
M = p− 1 co byªo do udowodnienia.


