Grupa, moscl panowie

Teoria
Definicja Zbior G z okreslonym dziataniem x nazywamy grupg jezeli
1. Dla wszystkich a,b € G jest axb € G,

2. Dla wszystkich a,b,c € G jest (a xb) *x ¢ = a * (bxc) — kolejnosé wykonywania dziatan nie ma
znaczenia

3. Istnieje ‘“gedynka” — element neutralny dziatania, innymi stowy istnieje pewne e € G takie, zZe

dla kazdego x € G zxe=xztexx =1

4. Dla kazdego elementu a € G istnieje taki element b € G, Ze
axb=eorazbxa=c¢e

przypominam e to element neutralny grupy.
Podstawowe wlasnosci wynikajace wprost z definicji. Mozna je wrzuci¢ do definicji, ale wtedy spraw-
dzanie, czy dany zbior jest podgrupa bytoby trudniejsze.

1. Z grupie jest dokladnie jeden element neutralny
jezeli e, f € G sa elementami neutralnymi grupy G, to e = f.

2. W danej grupie G dany element a € G ma dokladnie jedng odwrotnosc.
Innymi stowy, jezeli elementy b, c € G sg oba odwrotnosciami a, to b = c.
Konwencje zapisu - jak pisaé¢ krocej.
7 pierwszej wlasnosci grup wynika, ze w dzialaniu x nie musimy uzywaé¢ nawiaséw. Stosuje sie konwencje

e ab jako zapis a * b,

abc jako zapis a x b * c,

1 jako zapis elementu neutralnego grupy G,

e o~ ! jako zapis elementu odwrotnego do elementu a.

e ab~ ! jako zapis a x (b™1).

e Tozsamosé aa~! = 1 juz wyglada zwyczajnie prawda?
Alternatywna konwencja Zwtlaszcza dla grup przemiennych czesto stosuje sie zapis alternatywny
“dodawanie” zamiast “mnozenia’.

e a + b jako zapis a * b,

e 0 jako zapis elementu neutralnego grupy G,

e —qa jako zapis elementu odwrotnego do a.

a — b jako zapis a + (—b).

e Tozsamo$¢ (przykladowa) a — a = 0.



Przykladowe grupy
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10.

Dla danego zbioru X bijekcje X — X (bijekcja to funkcja roznowartosciowa i przyjmujaca wszystkie
mozliwe wartosci) — dziatanie to skladanie funkcji.

Dla danego zbioru X bijekcje X — X, zachowujace dany punkt/zbior punktow (Bijekcja f : X — X
zachowuje podzbior Y C X, jezeli f(Y) =Y) — dzialanie to sktadanie funkcji.

Przeksztaltcenia plaszczyzny zachowujace dany punkt.

Przeksztalcenia plaszczyzny zachowujace odlegtosci pomiedzy punktami (izometrie ptaszczyzny):

w tym obroty, translacje, symetrie. . . (dzialanie = sktadanie przeksztalcen).
Izometrie plaszczyzny zachowujace dany trojkat/czworokat. . . (dziatanie = sktadanie przeksztal-
cerl).

Zbior liczb rzeczywistych/wymiernych /catkowitych z dodawaniem.

Zbior liczb rzeczywistych/wymiernych /calkowitych bez zera z mnozeniem.
Zbior {0,1,...,n — 1} z dzialaniem axb =a+b mod n.

Dla liczby pierwszej p zbior {1,...,p — 1} z mnozeniem a * b = ab mod p.

Dla dowolnej liczby n zbior liczb z {1,2,...,n} ktére sa wzglednie pierwsze z n, z mnozeniem
a*b=ab mod n. Ilo§¢ tych elementéw oznacza si¢ ¢(n).

Dodatkowe potrzebne definicje

1.

Definicja Jezeli G jest grupg, oraz H C G jest grupg ze wzgledu na to samo dziatanie co G, to H
nazywamy podgrupag grupy G.

Np. grupa liczb catkowitych z + jest podgrupa grupy liczb rzeczywistych z +.

Definicja Jezeli G jest grupqg i G, jako zbior jest skoriczony to moéwimy, ze grupa G jest skori-
czona. W tym przypadku ilosé elementéw zbioru G oznaczamy (standardowo) |G|.

Jezeli dla kazdych elementéw a,b grupy G zachodzi a x b = b * a, to méwimy, ze grupa jest prze-
mienna.

Dla danego elementu a grupy skonczonej G definiujemy rzad a jako najmniejsze n € Z takie, ze
a” =1 w grupie G

Rzad elementu oznaczamy ord(a, G), lub ord(a), albo wrecz o(a).

Wreszcie jaka$ teoria

1.

2.

3.

Lemat Jezeli G jest grupq z dziataniem x oraz H C G, przy czym zachodzi
Vapen axbe H
VacH aleH
to H jest podgrupg G.
Whiosek Jezeli a jest elementem grupy skoriczonej G, to
ord(a,G) | |G|
ad®l=1w grupie G
Twierdzenie (Lagrange) Jezeli G jest grupq skoriczong, za$ H jest podgrupg grupy G, to
H| | (6]



4. Wniosek (Fermat) Jezeli p jest liczbg pierwszq zas a jest catkowite dodatnie, to

pla? —a

5. Wniosek (Euler) Jezeli liczby naturalne n,a sq wzglednie pierwsze, to

n|a“’(”) 1

6. Wniosek (Lemat o rzedzie (slabsza forma)) Jezeli p jest liczbg pierwszq, zas a jest liczbg
catkowitq wzglednie pierwszq z p oraz ord(a,p) oznacza rzqd a wzgledem p (patrz kétko o rzedzie,
definicja jest zgodna z powyzszq) to

ord(a,p) [ p—1
Troche teorii z * (duzo * na tym koélku :)

1. Dla danej grupy G i g € G zbior postaci {1,g,9¢°% ...,¢°" 4@~} jest grupa; nazywamy go grupa
generowang przez ¢.

2. Lemat Jezeli grupa G jest skoriczona i przemienna, to dla dowolnych elementéw a,b € G w grupie
G istnieje element majgcy rzgd NWW (ord(a), ord(b)).

3. Twierdzenie (Istnienie generatora) Jezeli p jest liczbg pierwsza, to grupa
{1,2,....p—1}

z mnozeniem mod p jest grupg gemerowang przez pewien element g, innymi stowy istnieje takie g,
ze liczby {g, g*, ... ,gp_l} dajg parami rézne reszty z dzielenia przez p.



