
Dzie« drugi

4. Czy istnieje liczba caªkowita postaci
444 . . . 4443

która jest podzielna przez 13?
Rozwi¡zanie:
Taka liczba nie istnieje.
Zaªó»my, »e 13| 4 . . . 4︸ ︷︷ ︸

k

3.

Zachodzi 13|1 4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

3 = 13 · 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k+1

, a wi¦c

13|1 4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

3− 4 . . . 4︸ ︷︷ ︸
k

3 = 10k+1

Sprzeczno±¢.

5. Trójk¡t ABC jest ostrok¡tny, a jego wysoko±ci przecinaj¡ si¦ w H. Udowodnij, »e okr¦gi opisane
na trójk¡tach ABH,BCH, CAH maj¡ równe promienie.

Lemat 1.1 Odbicie ortocentrum w trójk¡cie wzgl¦dem dowolnego z boków le»y na okr¦gu opisanym
na trójk¡cie.

Dowód lematu: Dowodz¦ tylko dla trójk¡ta ostrok¡tnego, dla innych dowód jest podobny.
Wprowad¹my oznaczenia jak w zadaniu i niech H ′ oznacza odbicie H wzgl¦dem boku AB (bez
straty ogólno±ci). Obliczam

∠AH ′B + ∠ACB = ∠AHB + ∠ACB = 180◦

co dowodzi tezy.
Rozwi¡zanie:
Niech o oznacza okr¡g opisany na ABC.
Odbicia punktów A, B,H wzgl¦dem AB le»¡ na o. Tym samym punkty A, B,H le»¡ na okr¦gu
b¦d¡cym odbiciem symetrycznym o wzgl¦dem AB, co ju» dowodzi tezy.

6. Niech n b¦dzie liczb¡ naturaln¡ tak¡, »e
√

1 + 12n2 jest liczb¡ caªkowit¡. Udowodnij, »e

2 + 2
√

1 + 12n2

jest kwadratem liczby caªkowitej.
Rozwi¡zanie:
Zauwa»my, »e liczba

√
1 + 12n2 jest nieparzysta, gdy» jej kwadrat jest nieparzysty.

Rozwa»my (trik, trik :)) równanie
x2 − x− 3n2 = 0

Równanie to ma pierwiastki
1±
√

1 + 12n2

2
b¦d¡ce liczbami caªkowitymi. Niech

x0 :=
1 +
√

1 + 12n2

2
, x0 ∈ Z



Teza orzeka, »e 4x0 ma by¢ kwadratem liczby caªkowitej. Udowodnimy, »e x0 jest kwadratem liczby
caªkowitej, co ju» dowodzi tezy.

x2
0 − x0 − 3n2 = 0, x0(x0 − 1) = 3n2

Liczby x0, x0 − 1 s¡ wzgl¦dnie pierwsze i nieujemne, wi¦c z rozkªadu na czynniki pierwsze wynika,
»e dla pewnych k, l ∈ Z:

x0 = 3k2 i x0 − 1 = l2 lub x0 = k2 i x0 − 1 = 3l2

Je»eliby x0 − 1 = 3k2 i x0 − 1 = l2 to
3|x0 = l2 + 1

czyli l2 ≡ 2 mod 3, sprzeczno±¢, kwadraty nie daj¡ takich reszt.
Ostatecznie x0 = k2 i x0 − 1 = 3l2, co dowodzi tezy.
Osobom zainteresowanym, czy istnieje du»o liczb naturalnych n takich, »e 1 + 12n2 jest kwadratem
liczby naturalnej, polecam poczyta¢ o Równaniu Pella.


