
Dzie« pierwszy

1. Czy jest mo»liwy podziaª zbioru {1, 2, . . . , 33} na jedena±cie zbiorów 3-elementowych, tak, »e w
ka»dym zbiorze jeden z elementów jest równy sumie pozostaªych dwóch?
Rozwi¡zanie:
Taki podziaª nie jest mo»liwy.
Zaªó»my, »e mamy podziaª, speªniaj¡cy warunki. Wtedy w ka»dym zbiorze suma liczb jest parzysta,
a wi¦c suma wszystkich liczb jest parzysta. Suma liczb 1, 2, . . . , 33 jest równa 17 · 33, a wi¦c jest
nieparzysta, sprzeczno±¢.

2. Niech 4ABC b¦dzie prostok¡tny z ∠ABC = 90◦ oraz |AB| > |BC|, niech Γ b¦dzie póªokr¦giem
o ±rednicy AB, który le»y po tej samej stronie AB co punkt C. Niech P b¦dzie punktem na Γ,
takim, »e |BP | = |BC| i niech Q b¦dzie punktem na AB takim, »e |AP | = |AQ|. Udowodnij, »e
±rodek CQ le»y na Γ.
Rozwi¡zanie:
Trójk¡ty 4APQ i 4BPC s¡ równoramienne oraz

∠CBP = 90◦ − ∠PBA = ∠PAB

tak wi¦c 4APQ ≡ 4BPC.
W szczególno±ci ∠APQ = ∠BPC, a wi¦c

∠CBQ + ∠QPC = 90◦ + ∠QPB + ∠BPC = 90◦ + ∠QPB + ∠APQ = 90◦ + ∠APB = 180◦

Tak wi¦c punkty B, C, P, Q le»¡ na jednym okr¦gu, o ±rodku O le»¡cym w poªowie boku CQ.
Obliczam

∠BOP + ∠PAB = 2∠BCP + ∠CBP = 180◦

Punkty A, P, O,B le»¡ na okr¦gu o ±rednicy AB, ±rodek odcinka CQ le»y na okr¦gu o ±rednicy AB,
a skoro le»y on po tej samej stronie AB co punkt C, to le»y on na Γ.

3. Znajd¹ wszystkie funkcje f : Z+ → Z+ speªniaj¡ce równanie

f(f(f(n))) + f(f(n)) + f(n) = 3n

dla wszystkich n ∈ Z+.
Rozwi¡zanie:
Dla skrótu zªo»enie funkcji f k razy b¦d¦ oznacza¢ f (k).
Po pierwsze, zauwa»my, »e funkcja f jest ró»nowarto±ciowa:

f(n) = f(m)⇒ 3n = f(n) + f (2)(n) + f (3)(n) = f(m) + f (2)(m) + f (3)(m) = 3m

Przez prost¡ indukcj¦ udowodni¦, »e f(k) = k.

(a) Dla k = 1:
3 = f (3)(1) + f (2)(1) + f(1) ≥ 1 + 1 + 1

a wi¦c zachodz¡ równo±ci i f(1) = 1.

(b) Krok indukcyjny.
Zauwa»my, »e f(k) ≥ k gdy» f jest ró»nowarto±ciowa. St¡d wynika f (2)(k) ≥ k, a nast¦pnie
f (3)(k) ≥ k.

3k = f(k) + f (2)(k) + f (3)(k) ≥ k + k + k

a wi¦c zachodz¡ równo±ci, w szczególno±ci f(k) = k.


