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De�nicja 1.1. Ci¡g Fibonacciego to ci¡g zadany równaniami

F0 = 0, F1 = 1 Fn+2 = Fn+1 + Fn dla n > 2.

ta de�nicja jest równowa»na
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2

ϕ1 − ϕ2
,

gdzie ϕ1 = 1+
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5

2 > ϕ2 = 1−
√
5

2 s¡ pierwiastkami równania x2 = x+ 1.

1.1 Zadania indukcyjne na Fiba (z poprzedniego kóªka)

Zadanie 1

Niech n, k b¦d¡ liczbami naturalnymi. Uzasadnij, »e Fn+1Fk + FnFk−1 = Fn+k.

Zadanie 2

Niech n b¦dzie liczb¡ naturaln¡. Uzasadnij, »e F1 + F3 + F5 + . . .+ F2n−1 = F2n.

Zadanie 3

Niech n b¦dzie liczb¡ naturaln¡. Uzasadnij, »e F0 + F1 + . . .+ Fn = Fn+2 − 1.

Zadanie 4

Niech n b¦dzie liczb¡ naturaln¡. Udowodnij, »e
∑n

i=1 iFi = nFn+2 − Fn+3 + 2.

Zadanie 5

Niech n b¦dzie liczb¡ naturaln¡. Udowodnij, »e Fn+1Fn−1 − F 2
n = (−1)n.

Zadanie 6

Uzasadnij, »e je»eli r
∣∣n s¡ liczbami naturalnymi, to Fr

∣∣Fn.

Zadanie ? 7

Uzasadnij, »e je»eli m,n s¡ liczbami naturalnymi, to NWD(Fn, Fm) = FNWD(n,m).

Zadanie ? 8

Udowodnij to»samo±¢
n∑

k=0

(
n

k

)
Fk = F2n.

Wskazówka: je»eli robisz algebraicznie, to pami¦taj, »e ϕ2
i = ϕi + 1.

1.2 Ci¡gi rekurencyjne i macierze, paragraf dla niezainteresowanych poprzed-
nim.

Ten margines

jest zbyt

w¡ski, »eby

zmie±ci¢ teori¦

z poprzedniego

kóªka

dotycz¡c¡

macierzy.

Zadanie z ? 9

Ci¡g an zadany jest wzorem an+2 = 3an+1−2an. Oblicz, jaki jest wzór ogólny (tzn. wzór nierekurencyjny,
zale»ny tylko od n) tego ci¡gu, je»eli

1. a0 = 1, a1 = 2,

2. a0 = 1, a1 = 1,

3. a0 = 3, a1 = 5.

Zadanie z ? 10

Sprawd¹, jak mno»ymy macierze, korzystaj¡c ze wskazówek Yogiego na tablicy.

Zadanie ? ? ? 11

Poªó»my F :=

(
1 1
1 0

)
, wtedy Fn =

(
Fn+1 Fn

Fn Fn−1

)
dla n > 0.

Spróbuj udowodni¢ wzór Fn+1Fk + FnFk−1 = Fn+k korzystaj¡c ze wzoru Fn · Fk = Fn+k.

Spróbuj udowodni¢ wzór F0+F1+ . . .+Fn = Fn+2−1 korzystaj¡c ze wzoru I+F+ . . .+Fn = Fn+1−I
F−I

i tego, »e 1/(F− I) = F.


