
Maªo zada« z maªego

twierdzenia Fermata

Teoria

1. Twierdzenie (Maªe twierdzenie Fermata) Je»eli p jest liczb¡ pierwsz¡, za± a jest liczb¡ caª-

kowit¡ niepodzieln¡ przez p, to
ap−1 ≡ 1 mod p.

2. Twierdzenie (Maªe twierdzenie Fermata, równowa»nie) Je»eli p jest liczb¡ pierwsz¡, za± a
jest liczb¡ caªkowit¡, to

ap ≡ a mod p.

Wypadª tutaj warunek p 6 |a.

3. De�nicja Liczb¦ takich a ∈ {1, 2, . . . , n}, »e a jest wzgl¦dnie pierwsze z n, oznaczam jako φ(n).

Uwaga: Zaªó»my, »e n = pa11 · p
a2
2 . . . pakk jest rozkªadem liczby n na czynniki pierwsze. Wtedy

φ(n) = (pa11 − p
a1−1
1 )(pa22 − p

a2−1
2 ) . . . (pann − pan−1

n ).

Np. φ(12) = φ(22 · 3) = (22− 2)(3− 1) = 4. Faktycznie liczby wzgl¦dnie pierwsze z 12 i nie wi¦ksze
od 12 to liczby 1, 5, 7, 11.

4. Twierdzenie (Eulera) Niech n b¦dzie liczb¡ naturaln¡, za± a liczb¡ caªkowit¡ wzgl¦dnie pierwsz¡

z n tj. NWD(a, n) = 1. Wtedy

aφ(n) ≡ 1 mod n,

gdzie φ(n) jest zde�niowane jak wy»ej.

Dowody teorii

1. Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡, za± a b¦dzie liczb¡ niepodzieln¡ przez p.

(a) Dowied¹, »e je»eli k, l ∈ Z s¡ takie, »e

ka ≡ la mod p

to k ≡ l mod p.

(b) Uzasadnij, »e

{a mod p, 2a mod p, . . . , (p− 1)a mod p} = {1, 2, . . . , p− 1}

gdzie x mod p oznacza reszt¦ z dzielenia x przez p.

(c) Poka», »e zachodzi
a · 2a · 3a · . . . · (p− 1)a ≡ (p− 1)! mod p.

(d) Udowodnij maªe twierdzenie Fermata (w 1. wersji).

(e) Udowodnij, »e obie wersje maªego twierdzenia Fermata s¡ równowa»ne.

2. Rozszerz powy»szy dowód twierdzenia Fermata do dowodu twierdzenia Eulera.

Wskazówka: Jaki zbiór nale»y wzi¡¢ zamiast {a mod p, 2a mod p, . . . , (p− 1)a mod p}?

3. Uzasadnij, »e z twierdzenia Eulera wynika maªe twierdzenie Fermata.



Zadania

1. Udowodnij, »e je»eli n jest liczb¡ caªkowit¡, to

30|n5 − n

2. Niech n ≥ 1 b¦dzie liczb¡ naturaln¡, za± x1, x2, . . . , xn liczbami caªkowitymi, których suma dzieli
si¦ przez 10. Udowodni¢, »e liczba

x51 + x52 + · · ·+ x5n

jest równie» podzielna przez 10.

�ródªo: PTM 2009, kl. I

3. Wykaza¢, »e je»eli x i y s¡ liczbami caªkowitymi, to liczba

xy5 − x5y

jest podzielna przez 30.

�ródªo: PTM 2007, kl. I

4. Wykaza¢, »e je±li p1, p2, . . . , p56 s¡ liczbami pierwszymi wi¦kszymi od 7, to liczba

p61 + · · ·+ p656

jest podzielna przez 56.

�ródªo: PTM 2005, kl. II

Uwaga: Przy dowodzeniu podzielno±ci przez 8 by¢ mo»e trzeba co± policzy¢.


