
Dirichlet

Teoria:

1. Dirichlet jest wsz¦dzie, nawet tam, gdzie si¦ go nie spodziewasz... B¡d¹ ostro»ny, »eby Ci¦ nie
dopadª :)

2. Twierdzenie 1.1 (Zasada szu�adkowa, Dirichleta, gniazd goª¦bich ...) Je»eli mamy n + 1
przedmiotów i n szu�adek i wkªadamy przedmioty do szu�adek, to w pewnej szu�adce b¦d¡ 2 przed-

mioty.

3. Inne cz¦sto u»ywane sformuªowanie: Je»eli mamy n przedmiotów i n szu�adek i wkªadamy przed-
mioty do szu�adek tak, »e w »adnej szu�adce nie ma wi¦cej ni» jednego przedmiotu, to ka»da
szu�adka jest niepusta.

Zadanka normalne

1. Danych jest 6 punktów o wspóªrz¦dnych caªkowitych na pªaszczy¹nie. Udowodni¢, »e ±rodek pew-
nego odcinka o ko«cach w tych punktach ma wspóªrz¦dne caªkowite.

2. Uzasadnij, »e w±ród sie±ciu osób s¡ trzy, z których ka»de dwie znaj¡ si¦, lub trzy, z których »adne
dwie nie znaj¡ si¦.

3. Udowodnij, »e w±ród dowolnych n + 1 liczb caªkowitych istniej¡ dwie, których reszty z dzielenia
przez n s¡ równe.

4. W turnieju szachowym startuje n ≥ 2 zawodników. Ka»da para rozgrywa dokªadnie jeden mecz.
Udowodni¢, »e w ka»dej chwili turnieju istnieje 2 graczy, którzy rozegrali (do ko«ca) po tyle samo
partii.

5. Niech n ∈ Z i niech a1, a2, · · · , an b¦d¡ liczbami caªkowitymi. Udowodnij, »e istniej¡ takie 1 ≤ k ≤
l ≤ n, »e ak + ak+1 + · · ·+ al jest podzielne przez n.

6. Udowodnij �sªabsze twierdzenie Fermata�: dla danej liczby pierwszej p i dodatniej liczby a istnieje
takie n, 2 ≤ n ≤ p + 1, »e p|an − a.

A czy istnieje takie n w±ród liczb {2, 3, · · · , p}?

Poziom pro

1. Uzasadnij, »e istnieje liczba zªo»ona (w zapisie dziesi¦tnym) z cyfr 0, 9 i podzielna przez 123456789.

2. Pomi¦dzy ka»dymi z dwoma z 17 planet istnieje poª¡czenie hiperprzestrzenne. Poª¡czenia s¡ ob-
sªugiwane przez �rmy: �UFO ltd.�, �NASA shuttle�, �Overlord transport�. Uzasadni¢, »e pomi¦dzy
pewnymi trzema planetami wszystkie poª¡czeniami s¡ obsªugiwane przez t¦ sam¡ �rm¦.

Master class

1. Dla dowolnej liczby naturalnej n wzgl¦dnie pierwszej z 10 udowodnij, »e istnieje liczba podzielna
przez n maj¡ca w zapisie po tyle samo cyfr 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

2. Jocz przygotowuje si¦ do OI. Zaªatwiª sobie zwolnienie na 11 tygodni (!!!). W tym czasie zamierza
dziennie robi¢ co najmniej 1 zadanko, ale w ka»dym peªnym tygodniu nie zrobi¢ wi¦cej ni» 12
zadanek (»eby si¦ nie przem¦cza¢). Udowodnij, »e istniej¡ takie a, b, »e od dnia a do dnia b (wª¡cznie)
Jocz rozwi¡zaª dokªadnie 21 zada«.


