
Analiza matematyczna

Zostaªa maªa przyjemno±¢ � przejd¹my do granicy.
dr M. Bobie«ski (wykªadowca AM)

Teoria

1. Poni»sza de�nicja jest wprowadzona dla porz¡dku � nie mam szans (ani ch¦ci) rozwija¢ w 1,5h caªej
teorii granic i pochodnych.

De�nicja 1.1 Je»eli dana jest funkcja f : R → R oraz ustalony jest punkt x0 ∈ R, to pochodn¡

funkcji f nazywamy funkcj¦

f ′(x) := lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

dla sensownych funkcji ta pochodna istnieje.
Funkcje, które maj¡ pochodn¡ ci¡gª¡ (mniejsza co to znaczy) nazywamy ró»niczkowalnymi, wszyst-
kie sensowne funkcje s¡ ró»niczkowalne.

2. Geometrycznie warto±¢ pochodnej w punkcie f ′(x0) interpretuje si¦ jako wspóªczynnik kierunkowy
stycznej do wykresu f w punkcie x0.

3. De�nicja 1.2 Okre±lamy drug¡ pochodn¡ funkcji f jako pochodn¡ pochodnej funkcji f , co ozna-
czamy (o dziwo) f ′′, trzeci¡ pochodn¡ jako pochodn¡ drugiej pochodnej i tak dalej. Ogólniej n-t¡
pochodn¡ oznaczamy f (n).

Oczywi±cie mówimy tutaj o przypadku, gdy pochodne istniej¡.

4. Maªa tabelka pochodnych:

Funkcja Pochodna
funkcja staªa 0

x 1
xn nxn−1 dla n ∈ R, n 6= 0

sin(x) cos(x)
cos(x) − sin(x)
ex ex

ln(x) 1
x

Liczba e ≈ 2, 7182 jest straszliwie wa»n¡ staª¡ w matematyce i �zyce, ln oznacza logarytm (patrz
wikipedia) o podstawie e.
Uwaga o sin: Wsz¦dzie w tym tek±cie (jak i wsz¦dzie indziej) sinx oznacza sinus x w radianach,
nie stopniach! π rad = 180◦. To samo tyczy si¦ pozostaªych funkcji trygonometrycznych.

5. Zachodz¡ m¡dre wzory na sum¦, ró»nic¦, iloczyn oraz iloraz pochodnych. We¹my funkcje ró»nicz-
kowalne f, g i niech f ′, g′ oznaczaj¡ ich pochodne, niech c ∈ R oznacza staª¡. Wtedy:

(cf)′ = cf ′

(f + g)′ = f ′ + g′

(f − g)′ = f ′ − g′
(fg)′ = fg′ + f ′g

( f
g )′ = f ′g−fg′

g2 ma sens je»eli g(x) > 0 ∀x∈R



6. Twierdzenie 1.3 Dana jest funkcja f : R → R. Je»eli punkt x0 jest minimum lokalnym (tj.
istnieje ε > 0, taki, »e dla x ∈ (x0 − ε, x0 + ε) f(x) ≥ f(x0)).

f ′(x0) = 0

Teza zachodzi równie», gdy x0 jest maksimum lokalnym.

Teoria do funkcji wypukªych

1. Twierdzenie 1.4 (Rolle) Je»eli f jest ró»niczkowalna, a < b s¡ liczbami rzeczywistymi oraz
f(a) = f(b) to

Istnieje c ∈ (a, b) f ′(c) = 0

2. Twierdzenie 1.5 (Lagrange) Je»eli f jest ró»niczkowalna za± a < b s¡ liczbami rzeczywistymi to

Istnieje c ∈ (a, b) f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a

Dowód:
Niech g(x) := f(x)− (x− a) f(b)−f(a)

b−a . Wtedy

g(a) = f(a), g(b) = f(b)− (b− a)f(b)− f(a)
b− a

= f(b)− (f(b)− f(a)) = f(a) = g(a)

Stosujemy tw. Rolle dla funkcji g i punktów a, b otrzymuj¡c

Istnieje c ∈ (a, b) g′(c) = 0

0 = g′(c) = f ′(c)−
(

(x− a)f(b)− f(a)
b− a

)′
(c) = f ′(c)− f(b)− f(a)

b− a
.

Zauwa»my, »e tw. Rolle jest wnioskiem z tw. Lagrange, �w¡» zjada wªasny ogon�.

3. Wniosek 1.6 Ustalmy a < b ∈ R oraz funkcj¦ ró»niczkowaln¡ f : R→ R.
Je»eli f ′(x) ≥ 0 dla wszystkich x ∈ (a, b) to funkcja f jest niemalej¡ca na przedziale (a, b).

Dowód:
We¹my dowolne c, d : a ≤ c < d ≤ b. Z tw. Lagrange wiemy, »e

f(d)− f(c)
d− c

= f ′(s)

gdzie s jest pewnym punktem (c, d). Wiemy, »e d− c > 0 i f ′(s) ≥ 0, st¡d f(d)− f(c) ≥ 0.

4. Funkcja jest wypukªa na przedziale [a, b], je»eli dla wszystkich c, d ∈ [a, b] odcinek (c, f(c)) − − −
(d, f(d)) le»y ponad wykresem funkcji f .

5. Podstawowym faktem dotycz¡cym funkcji wypukªych jest

Twierdzenie 1.7 (Nierówno±¢ Jensena) Je»eli funkcja f jest wypukªa na przedziale [c, d], x1, . . . , xn ∈
[c, d], liczby a1, . . . , an > 0 oraz a1 + · · ·+ an = 1 to

n∑
i=1

aif(xi) ≥ f

(
n∑

i=1

aixi

)

6. Wniosek 1.8 Ustalmy a < b ∈ R. Je»eli funkcja f jest ró»niczkowalna i jej pochodna jest ró»-
niczkowalna oraz ∀x∈(a,b) f

′′(x) ≥ 0 to funkcja f jest wypukªa (i mo»emy stosowa¢ nierówno±¢
Jensena:).
Uwaga: Je»eli mamy mocniejsz¡ nierówno±¢ f ′′ > 0, to równo±¢ w nierówno±ci Jensena zachodzi
tylko, gdy x1 = x2 = · · · = xn.



Zadania na pochodne

1. Dla liczb dodatnich a1, . . . , an pokaza¢ nierówno±¢ mi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ a geometryczn¡:

a1 + · · ·+ an

n
≥ n
√
a1 . . . an

bez u»ycia Jensena, za to z u»yciem pochodnych.

2. Uzasadni¢, »e dla x ∈ [0, π/2] zachodzi

x
2
π
≤ sinx ≤ x

3. Liczby x, y, z s¡ nieujemne i sumuj¡ si¦ do π/2. Pokaza¢, »e

1 ≤ sinx+ sin y + sin z ≤ π

2

por. zadanie 1. z Jensena.

4. Obliczy¢ maksimum funkcji x1/x dla x ∈ [1,∞).

5. Udowodni¢, »e dla wszystkich n ∈ Z+, x ≥ 0 zachodzi

ex ≥ 1 + x+
x2

2
+ · · ·+ xn

n!

Na AM udowadnia si¦, »e ex = limn→∞ 1 + x+ x2/2 + · · ·+ xn/n!.

Zadania z Jensena

1. Liczby x, y, z s¡ nieujemne i sumuj¡ si¦ do π/2. Pokaza¢, »e

sinx+ sin y + sin z ≤ 3
2

2. Dla liczb dodatnich a1, . . . , an pokaza¢ nierówno±¢ mi¦dzy ±redni¡ arytmetyczn¡ a geometryczn¡:

a1 + · · ·+ an

n
≥ n
√
a1 . . . an


