
Algi,
podgatunek: wielomiany

De�nicja Stopie« wielomianu dwóch zmiennych de�niujemy jako najwi¦ksz¡ z sum wykªadników pot¦g
przy x i Y i oznaczamy deg, np. deg x2 = 2, deg x4 + x3y3 + y5 = 6.

De�nicja Pierwiastek (rzeczywisty) wielomianu dwóch zmiennych W (x, y) to taka para liczb rzeczywi-
stych, »e (x0, y0), »e W (x0, y0) = 0.

1.1 Zadania

1. Udowodnij, »e je»eli liczby a, b ∈ R s¡ takie, »e wielomian W (x) = ax3 − ax2 + 9bx − b ma trzy
pierwiastki rzeczywiste dodatnie, to s¡ one równe.

2. Rozwi¡» ukªad równa« {
x5 − y5 = 992
x− y = 2

w liczbach rzeczywistych dodatnich x, y.

3. Czy wielomian dwóch zmiennych ma zawsze tylko sko«czenie wiele pierwiastków? Je»eli tak, czy
zawsze ma ich co najwy»ej tyle, ile wynosi jego stopie«?

4. Niech X b¦dzie zbiorem pierwiastków wielomianu dwóch zmiennych W . Udowodnij, »e dowolna
prosta k przecina x tylko w sko«czenie wielu punktach lub caªa prosta k jest zawarta w X.

5. Maj¡c dane wielomiany dwóch zmiennych W1,W2 skonstruuj wielomian dwóch zmiennych, który
b¦dzie si¦ zerowa¢ wtedy i tylko wtedy, gdy zeruj¡ si¦ W1 i W2.

6. Niech n b¦dzie liczb¡ nieparzyst¡. Udowodnij, »e wielomian

(x2 + 1)(x2 + 22) . . . (x2 + n2) + 1

nie jest kwadratem wielomianu o wspóªczynnikach caªkowitych.

* Udowodnij, »e nie jest on kwadratem wielomianu o wspóªczynnikach rzeczywistych.

1.2 Zadania domowe

1. Niech α, β b¦d¡ liczbami niewymiernymi takimi, »e α + β = 1. Dowied¹, »e [mα] + [mβ] = m − 1
dla ka»dej niezerowej liczby caªkowitej m ([x] oznacza podªog¦ z x).

2. Dla jakich a i b liczba 1 jest pierwiastkiem podwójnym wielomianu xn + ax+ b?

3. Wyznaczy¢ najmniejsz¡ warto±¢ funkcji wymiernej x1000 + x900 + x90 + x8 + 1998
x dla x > 0.

4. * Maj¡c dane dwa rozª¡czne koªa skonstruuj o± pot¦gow¡ okr¦gów b¦d¡cych brzegami tych kóª.


