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co warto wiedzieé¢, zeby nie czué sie zle na kétku
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Zadania z ponizszego zbioru pochodza z najrozmaitszych miejsc; o ile wiem wiekszosé z nich jest
“znana”, niestety nie bede podawaé przy zadaniach zrédet.

Po co te materiaty?

Ten maly zbiorek ma stuzyé¢ do tego, zeby impreza rozkrecala sie, niezatrzymywana przez braki w za-
opatrzeniu w fakty matematyczne. Zawiera on troche zadan oraz twierdzenia, stwierdzenia i lematy z do-
wodami. Zadania sa wyabstrahowane dobrane jako proste lecz kluczowe obserwacje z zadan olimpijskich
i dowodow.

Po kiego czyta¢ dowody? Dowdd to po pierwsze sprawdzenie, ze rozumowanie nie ma luk, a po drugie
uporzadkowanie go tak, by ktos inny mogl je zrozumieé¢ i powtorzy¢ w przysztosci w innych warun-
kach. Patrzac na analogie z informatyka, kod: for(int i=0; i<10; i++){ printf (‘‘Hello math!’’);
} wypisze dziesie¢ razy Hello math!. O ile wie sie, jak dziala petla; to zmodyfikowanie kodu, by wy-
pisat liczby od 0 do 9 jest natychmiastowe, jezeli natomiast kod jest rozumiany tylko na poziomie
TEN_NAPIS_WYKONUJE_10_RAZY { printf(‘‘Hello math!’’);3} to jest to trudne. Tak samo zrozumienie
dowodu twierdzenia pozwala udowodnié¢ tysiace twierdzen rozniacych sie szczegotami, natomiast znajo-
mo$¢ tresci pozwala jedynie zastosowaé to jedno twierdzenie (i wtedy szybko zapomina sie, jakie byly
warunki w sformutowaniu twierdzenia ;).

Materialy zawiera najczesciej uzywane na kotku fakty. To niestety (czy na szczescie) nie znaczy, ze te
fakty sa oczywiste. Gdyby$ mial(a) problemy ze zrozumieniem tresci czy dowodu twierdzenia napisz do
Jogiego lub spytaj kogo$ z kotka.

1 Algebra

STWIERDZENIE 1.1 (Wzory skroconego mnozenia). Jezeli a,b sq liczbami rzeczywistymi a n jest liczbg
catkowitq dodatniq to

1.
a” —b"=(a—b)-(a"'+a" 2+ a" 0 + .. F D).

2. Jezeli n jest nieparzyste to rowniez
a"+ b =(a+b)-(a"' —a" 2o+ a" 0 — . D).

Uwaga: stwierdzenie dziata rowniez w przypadkach, gdy a,b sg liczbami catkowitymi, wymiernyms,
zespolonymi, wielomianams, funkcjami, w zasadzie czymkolwiek co da sie dodaé, odjgé i pommnozyc.

Dowdd. Pozostawiamy czytelnikowi (w przypadku liczb catkowitych). O

ZADANIE 1. Uzasadnij, ze jesli p > 2 jest pierwsza, to 17|13p + 47,

ZADANIE 2. Udowodnij, ze jesli liczba catkowita dodatnia M dzieli a — b to M2‘aM — M,
Wskazowka: trzeba zastosowaé wzor i udowodnié, ze M liczb z nawiasu (ktérego?) daje te samq reszte.

ZADANIE 3. Liczby a, N sa calkowite dodatnie, przy czym a > 1. Uzasadnij, ze jesli a’¥ +1 jest pierwsza,
to N jest potega dwojki.

STWIERDZENIE 1.2 (Wz6r dwumianowy Newtona). Jezeli a,b sq liczbami rzeczywistymi, za$ n jest
catkowite dodatnie to

n __ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n . n . Tl'
(a+0b) <O)a +<1)a b+(2)a b +...+<n_1>ab Jr(n)b , gdzie <k’)k‘!(n—kz)!’

przyjmujemy tutaj, ze 0 = 1.



Dowdd. Dla tak zdefiniowanych (Z) idla 1l <k <n-—1zachodzi réwnosé

n\ (n—1 n n—T1Y)
k) k k—1)’
patrz wspotczynniki dwumianowe w kombinatoryce, w szczegdlnoéci zadanie 39.

Dla n = 1 wzoér przyjmuje posta¢ a + b = (é)a + (}) b, jest wiec prawdziwy.
Zaltozmy, ze udowodniliémy wzoér dla 1,2,...,n — 1 i chcemy go dowies¢ dla n. Zapisujemy

-1 -1 -1
+ =(a+0b)-(a+06)""" =(a+0b)- a T+ a4 ..+ )=
a bn b bn 1 b n n—1 n n 2b n bn 1
0 1 n—1
n—1 n n—1 n—1 n—1 n—212 n—1 n—1
( 0 )a +( 1 )a b+< 9 )a b +...+(n1>ab +
n—1 n—1 n—1 n—212 n—1 n—1 n—1 n
+( 0 >a b+< 1 >a b +...+(n_2>ab + no1 b".

Po zsumowaniu prawej strony otrzymujemy réwnoscé z tezy dla n.
O

ZADANIE 4. Uzasadnij, ze jesli p jest pierwsze a 1 < k < p — 1 calkowite to (’,2) jest podzielna przez p.
Wywnioskuj, ze jesli = jest catkowite, to (14 x)? = 1+ 2P 4 pk dla pewnego k calkowitego.

ZADANIE 5. Uzasadnij, ze
1. jesli n jest liczba calkowita nieujemna, to

2. jezeli n jest catkowita dodatnia, to

() -()+()-() e ()

Wskazdwka: w pierwszym podpunkcie rozwaz wyrazenie (1 4+ 1)™.

|
e

2 Teoria liczb

Teorie liczb, choé babra sie z niewymiernymi, w praktyce uprawia sie dla liczb catkowitych. Kluczowe
jest pojecie dzielnika: dla danych catkowitych a,b mowimy, ze “b jest dzielnikiem a” lub “b dzielt a” lub
“a jest podzielne przez b” jezeli istnieje takie ¢ calkowite, ze a = b - c. Zapisujemy to b’a. Przyktadowo
liczby 1, —1 sa dzielnikami dowolnej liczby catkowitej.

Liczbe p nazywamy pierwszq, jezeli jedyne jej dzielniki dodatnie to 1 i p (przy czym p # 1).

Uwaga: domyslnie w tym paragrafie wszystkie zmienne sg liczbami catkowitymi.

STWIERDZENIE 2.1 (Zasadnicze twierdzenie arytmetyki). Kazdg liczbe catkowitq dodatniq mozna jed-
noznacznie zapisaé jako tloczyn liczb pierwszych.

WNIOSEK 2.2. Niech a,b,c bedg liczbami catkowitymi, a # 0. Jezeli liczby a i b nie majg wspdlnego
dzielnika wiekszego od 1 1 zachodzi a‘bc to a‘c.

Szkic dowodu. Wypisujemy rozklady na czynniki pierwsze a, b, c. Kazda liczba pierwsza p, ktora wystepuje
w rozktadzie a nie wystepuje w rozkladzie b, a wystepuje w rozktadzie b - ¢ i to w potedze nie mniejszej;
wynika stad, ze p wystepuje w rozktadzie ¢ i to w potedze nie mniejszej (niz w rozktadzie a). Teraz mozna
wprost wypisa¢ iloraz ¢/a. O

2.1 Kongruencje

Kongruencje pozwalaja zredukowaé pytanie o rozwiazanie réwnania w liczbach catkowitych do pytania
o rozwiazanie w zbiorze skoniczonym(!!) reszt z dzielenia przez n, gdzie mozna mniej lub bardziej brutalnie
sprawdzi¢ wszystkie przypadki.



DEFINICIA 2.3. Mowimy, ze a przystaje do o' modulo n, jezeli liczby a,a’ dajg takq samq reszte
z dzielenia przez n, innymi stowy, gdy n’a —a'. Oznaczamy te sytuacje a = a’ mod n.

Po pierwsze zachodzq “sensowne” wtasnosci

1. jezelia=da' modn, toa’ =a mod n,

2. jezelia=a' modn iad’ =a” modn, toa=a" mod n.
Co wiecej, jezeli a =a’ mod n oraz b= mod n za$ ¢ jest dowolng liczbg catkowitq, to

I.a+b=a +V modn,

2. a—b=d —b modn,

3 a-b=d -V modn, w szczegélnosci c-a =c-a’ mod n,

4. a™ = (a’)™ mod n, dla kazdego m naturalnego, np. a®> = (a’)? mod n.

W szczegdlnosci jezeli a™ =1 mod n to a™™ =1 mod n dla kazdego m' catkowitego dodatniego,

5. jezeli liczby ¢ i n sq wzglednie pierwsze to cx = cy mod n implikuje x =y mod n.

Szkic dowodu wtasnosci. Wigkszosé jest prosta, udowodnimy te niebanalne, poczynajac od wtasnosci 3.
Skoro nla —a’ i n|b— b to n|b(a —a’) +a'(b—b') = ab— a'/, czyli ab = a’'b’ mod n.
Skoro ¢ = ¢ mod n to w szczegolnosci ¢-a = c¢-a’ mod n.
Jako drugi przykltad udowodnimy wtasnosé 5. Skoro cx = cy mod n, to n’cx —cy = c(x — y), wiec
n‘x —y, stad x =y mod n.
Sprobuj udowodnié wtasnosé 4, korzystajgoc z 3. O

O kongruencjach dobrze mysle¢ jako o “réwnosci” liczb z pewng doktadnoscia.
ZADANIE 6. Oblicz ostatnia cyfre liczby 3%4.

ZADANIE 7. Oblicz, jakie reszty z dzielenia przez 7 moga dawaé szeSciany liczb catkowitych, a jakie
kwadraty liczb calkowitych. Dowiedz, ze jesli a, b sa catkowite i 7’@2 +bv% to 7|a i 7‘b.

Wskazowka: zauwaz, Ze reszta z dzielenia przez n szescianu liczby catkowitej zalezy tylko od reszty
z dzielenia przez n tej liczby, sprawdz wszystkie reszty.

ZADANIE 8. Pokaz, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n liczba 24" +5 jest podzielna przez 21.
Wskazéwka: 16* = 16 mod 21 — sprawdz to!

ZADANIE 9. Dowiedz, ze jesli a® 4+ b? = ¢? dla pewnych liczb calkowitych a,b, ¢ to co najmniej jedna
z nich jest podzielna przez 3. Zrob to samo zadanie z 3 zastapionym przez 4 a potem przez 5 (dla szesciu
Juz nie dziata ;).

ZADANIE 10. Dowiedz, ze liczba n daje taka sama reszte z dzielenia przez 9, jak suma cyfr n.
Wskazowka: zauwaz, ze 10" =1 mod 9.

2.2 Kongruencje modulo liczba pierwsza

STWIERDZENIE 2.4. Zalozmy, zZe liczby catkowite a i b sq wzglednie pierwsze, tzn. nie majg wspdlnych
dzielnikow wiekszych od 1.

Wtedy liczby ze zbioru A ={0-a,1-a,2-a,...,(b—1)-a} dajg parami rézne reszty z dzielenia przez
b 1 jednoczesnie wszystkie reszty z dzielenia przez b.

Dowdd. Udowodnijmy najpierw, ze liczby ze zbioru A dajg rozne reszty z dzielenia przez b. Zalozmy, ze
liczby ka,la daja te sama reszte, gdzie 0 < k <1 < b—1, wtedy ka = la mod b, a skoro a i b sa wzglednie
pierwsze, to k =1 mod b, czyli b|l — k. Skoro 0 <1l —k <b—1, to znaczy, ze [ — k = 0.

Skoro zbior A zawiera b liczb, dajacych b roéznych reszt a tacznie jest b reszt, to kazda reszta jest
reszta liczby ze zbioru A. O

WNIOSEK 2.5 (Istnienie odwrotnosci mod p). Jezeli p jest pierwsza, a liczba a jest niepodzielna przez
p, to istnieje takie b, Zze ba = 1 mod p, jednoznacznie wyznaczone mod p. Liczbe b mod p nazywamy
odwrotnoscig liczby a mod p.

Dowdd. Zbioér liczb {0-a,1-a,2-a, ..., (p—1)-a} zawiera wszystkie reszty z dzielenia przez p, w szczegolnosci
reszte 1 i to doktadnie raz. O



STWIERDZENIE 2.6 (Male twierdzenie Fermata). Jezeli p jest liczbg pierwszq, a a jest liczbg catkowitq
to
a’? =a mod p.

Jezeli dodatkowo a jest niepodzielna przez p to a?~1 =1 mod p.

I dowdd. Zal6zmy najpierw, ze a jest niepodzielna przez p.
Oczywiscie 0-a = 0. Zbior {1-a,2-a,...,(p—1)-a} daje wiec, ze stwierdzenia 2.4, wszystkie niezerowe
reszty z dzielenia przez p, kazda doktadnie raz. Wobec tego iloczyn liczb z tego zbioru mod p wynosi

(p—1)! mod p:
(1-a)-(2- ((p=1-a)=(p-1)! modp

a)-.
Skoro (1-a)-(2-a)-...-((p—1)-a)=(p—1)!-aP" 1 to (p—1)!-aP~! = (p—1)! mod p. Dzielac przez
(p — 1)! stronami otrzynlujemy a’~'=1 mod p. Stqd wynika takze a? = a mod p.

Jezeli a byta podzielna przez p to a =0 mod p, wiec a? = 0 =a mod p. O

II dowod. Zalezno$é a? = a mod p jest prawdziwa dla a = 0. Udowodnimy, ze jesli jest ona prawdziwa
dla @ = n to jest prawdziwa réwniez dla a = n+ 1 oraz a = n — 1, co pokaze, ze a? = a mod p jest
prawdziwa dla kazdego a calkowitego.

Z zadania 4 z czesci algebraicznej wynika, ze (z+1)? = 2P4+1 mod p. Wobec tego jesli (z+1)P = x+1
modptoazP =xz+1—1=2z mod p oraz jesli 2z =z mod p to (z +1)» =z + 1 mod p. To dowodzi
szukanych zaleznoéci i pokazuje, ze a? = a mod p, dla kazdej liczby catkowitej a.

Jezeli a jest niepodzielna przez p to liczby a i p sa wzglednie pierwsze, wiec a = a - a?~! mod p
implikuje 1 = a?~! mod p. O

ZADANIE 11. Oblicz, jakie reszty z dzielenia przez 5 daja czwarte potegi liczb catkowitych.

ZADANIE 12. Udowodnij, ze jesli a jest wzglednie pierwsza z liczba 105, to 105|a'? — 1.
Wskazowka: rozwaz osobno podzielnosci przez 3,5,7.

ZADANIE 13. Uzasadnij, ze @’ ! = a mod p dla dowolnej liczby calkowitej a i liczby pierwszej p.

ZADANIE 14. Zadanie 01/2+1/3+1/6 = 1.
Niech p > 3 bedzie liczba pierwsza. Uzasadnij, ze 2P~2 4 3P=2 + 6P~ 2 daje reszte 1 z dzielenia przez p.
Wskazowka: pomndz liczbe przez 6. Czy po rozwigzaniu rozumiesz, dlaczego nazywa sie to zadaniem
0l/2+1/3+1/6=17

2.3 W3sréd n kolejnych liczb istnieje podzielna przez n.

ZADANIE 15. Liczby p,2p+ 11 4p + 1 sa pierwsze. Wykaz, ze p = 3.
Wskazowka: Dwa sposoby: odpowiednie modulo, lub liczby 4p,4p + 1,4p + 2.

2.4 Zasada minimum.

Czasami z jednego rozwigzania danego rownania da sie wydoby¢ inne “mniejsze” rozwiagzanie. Wtedy
oplaca sie wzig¢ “najmniejsze” rozwigzanie.

ZADANIE 16. Udowodnij, ze réwnanie 2% + y? = 322 nie ma rozwiagzan w liczbach calkowitych innych,
nizx=y=z2=0.

Szkic rozwigzania

Zalozmy, ze istnieja rozwiazania z max(|x|, |y|, |z|) > 0; wybierzmy rozwiazanie (o, yo, 20) z najmniej-
szym max(|z|, |yl |z]) > 0 (liczba ta jest catkowita, wiec mozemy).

Udowadniamy, ze, dla dowolnych z,%, jedli 2 4+ 32 = 0 mod 3, to £ = y = 0 mod 3. Wobec tego
o =3 21,Y0 = 3 -y1 1 rOwnanie przyjmuje postac

9- (23 +97) = 322.

Wynika z tego, ze 3|z0, czyli zg = 3z; i skracajac przez 9 otrzymujemy réwnanie z7 + y7 = 322. A wiec
(21,y1,21) jest rozwiazaniem wyjSciowego rownania i zachodzi

max (|21, [y1], |21]) = 1/3 - max(|zol, [yol, |20]) < max(|zol, |yol,|z0)-



To daje sprzecznosé z definicja (2o, Yo, 20), wiec dowodzi, ze kazde rozwiazanie spelnia max(|z|, |yl, |z]) =
0,czyliz=y=2=0.
Pytanie na koniec: w ktérym miejscu korzystamy z zatozenia max(|zol, [yol, |20]) > 07

ZADANIE 17. Uzasadnij, ze 22 + 4> = 72?2 ma doktadnie jedno rozwiazanie w liczbach calkowitych
x,7, 2.

ZADANIE 18. Dowiedz, ze réwnanie 2°42y°442°+8t> = 16 A° nie ma rozwiazan w liczbach calkowitych
z,y,z,t, Ainnychnizz=y=2z=t=A=0.

2.5 Zasada szufladkowa Dirichleta

STWIERDZENIE 2.7 (Jeden z wariantow Zasady). Wsrdd n+1 liczb istniejg dwie dajgce te samg reszte
z dzielenia przez n.

ZADANIE 19. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby n istnieje liczba postaci 111...11000...0 podzielna
przez n. Uzasadnij, ze jesli n byla wzglednie pierwsza z 10, to istnieje liczba postaci 111...1 podzielna
przez n.

Wskazowka: rozwaz liczby 1,11,111,...,1111...1.

ZADANIE 20. Dany jest ciag (a,) liczb naturalnych dlugosci N. Uzasadnij, ze suma pewnego jego
podciagu spdjnego jest podzielna przez N.
Wskazowka: rozwaz 0,a1, a1 + as,a1 + as + as, . . .

ZADANIE 21. Liczby a i n sa wzglednie pierwsze. Uzasadnij, ze pewna potega a daje reszte 1 z dzielenia
przez n.
Wskazowka: rozwaz potegi 1,a,a?,a,. .., a".

3 Geometria

Tutaj twierdzen jest najwiecej, co chyba jest powodem, ze geometria jest uwazana za trudna :) Duzo
wiecej niz w innych dzialach jest tez faktoéw, o ktorych zakltadam, ze sa prawdziwe.

Konwencja podobienistw: piszemy, ze trojkaty AABC, AA’B'C’ sg podobne jezeli zachodzg roéwnosci
JABC = <A’'B'C',«BCA = <«B'C'A’" i «CAB = «C'A’B’'. Zapisujemy to AABC ~ ANA’B’'C’. Chodzi
o to, ze znaczenie ma tuta]j kolejnosé¢ wierzchotkow! Podobnie dla przystawania.

3.1 Twierdzenie Pitagorasa

TWIERDZENIE 3.1 (Twierdzenie Pitagorasa). Jezeli trdjkat ABC jest prostokgtny z kqtem prostym
<ABC, to |AC|? = |ABJ? + |BC|?.

Dowdad.

Oznaczmy a := |BC|,b := |AC|,c := |AB|. Z czte-
rech trojkatow przystajacych do AABC oraz kwa-
dratu o boku b mozna ztozyé¢ kwadrat o boku a + c¢;
patrz rys. Taki sam kwadrat mozna tez ztozy¢ z kwa-
dratu o boku a, kwadratu o boku c i czterech tréj-
katow przystajacych do AABC; patrz rys.
Poréwnanie pol daje a? + ¢ = b2.

O

ZADANIE 22. Dany jest czworokat ABCD i punkt X. Udowodnij, ze jezeli ABC'D jest prostokatem to

AX?+CX?=BX?>+ DX

3.2 Twierdzenie Talesa

TWIERDZENIE 3.2 (Twierdzenie Talesa i odwrotne). Jezeli pétproste k il majg wspdlny poczgtek w punk-
cie P, prosta my przecina k,l w K1, L1 odpowiednio (i punkty te sq rdzne od P ), prosta mo przecina k,l
w Ko, Ly odpowiednio (i punkty te sq rdzne od P) to



prosta my jest rownolegta do mo wtedy i tylko wtedy, gdy APKyLy jest podobny do APKsLsy, co dzieje

sie wtedy 1 tylko wtedy, gdy 1;1511 = BK,

PLs -
Uwaga: przypominam, ze przy pisaniu podobienistw ma znaczenie kolejnosé — kaqty przy odpowiednich
wierzchotkach sq réwne.
Szkic dowodu. Cechy podobienistwa bok-kat-bok i kat-kat-kat. O

ZADANIE 23. Udowodnij, ze czworokat wypukty ABCD jest rownolegtobokiem wtedy i tylko wtedy,
gdy punkt przeciecia przekatnych jest $rodkiem kazdej z przekatnych.

3.3 Katy wpisane i Srodkowe

Konwencja: kiedy mowimy, ze kat wpisany <<ABC jest oparty na tuku AC, mamy na mysli tuk AC
niezawierajacy punktu B.

TWIERDZENIE 3.3. Niech o bedzie okregiem o srodku O. Jezeli <ABC jest kqtem wpisanym w okrgg o
opartym na tuku £ a <AOC jest kgtem Srodkowym opartym na tym tuku, to

<ABC = % - <<AOC.

Szkic dowodu. Podamy rozumowanie w przypadku, gdy O lezy wewnatrz trojkata ABC, pozostate przy-
padki sa podobne. Skoro AO = BO = CO, to trojkaty AOB, BOC,COA sa réwnoramienne. Obliczamy

<AOC = 180° —2<40CA = 2-(<OAB+<OBC +<0CA) —2<0CA = 2-(<OBA+<O0BC) = 2-<ABC.
0

WNIOSEK 3.4 (Rownosé katow wpisanych). Kqty wpisane oparte na tym samym tuku majg réwne miary.

ZADANIE 24. Pokaz, ze jesli czworokat ABCD jest wpisany w okrag to <ABC + <ADC = 180°.

ZADANIE 25. Twierdzenie o kgcie wpisanym i dopisanym Odcinek AC jest styczny do okregu o
w punkcie A. Punkt B lezy na o, a punkt D lezy na o po innej stronie prostej AB niz C. Uzasadnij, ze
<ADB = <BAC.

Wskazowka: stosujac poprzednie zadanie mozesz zredukowaé sie do przypadku, gdy <BAC < 90°.
Stosujge réwnosé katow wpisanych mozesz wtedy zatozyé ze AD jest Srednicq (tutaj potrzebne Ci bedzie
<BAC < 90°).

3.4 Okrag opisany na tréjkacie

LEMAT 3.5 (Definicja symetralnej). Ustalmy rézne punkty na plaszczysnie A, B. Zbior punktéw X réw-
noodlegtych od A i B jest prostq prostopadtq do odcinka AB przechodzgcq przez jego Srodek. Nazywamy
jg symetralng AB.

Dowdd. Ustalmy punkt X na plaszczyznie i zrzutujmy go na prosta AB, otrzymujac punkt H. Roéwnosé
AX = BX jest rownowazna AX2? = BX?, czyli AH? + XH? = BH? + XH?, czyli AH?> = BH? czyli
AH = BH. Jedynym punktem prostej AB spelniajacym te zaleznosé jest srodek odcinka AB.

Dowodzi to, ze X nalezy do zbioru wtedy i tylko wtedy, gdy jego rzutem jest srodek odcinka AB. [

WNIOSEK 3.6 (Istnieje dokladnie jeden okrag opisany na trojkacie). Dla danych punktow A, B,C na
plaszczyznie nie lezgeych na jednej prostej istnieje doktadnie jeden punkt O taki, ze AO = BO = CO.
Punkt ten jest przecieciem trzech(!) prostych bedgcych symetralnymi odcinkéow AB, BC,CA.

Dowad.

Jezeli punkt O jest rownoodlegly od A, B, C to lezy on na kazdej z symetral- C
nych, wiec taki punkt O istnieje co najwyzej jeden.

Skoro punkty A, B, C' nie sa wspolliniowe, to symetralne AB i BC nie sg row-

nolegle, wiec przecinajg sie w punkcie X spelniajgcym warunki AX = BX

i BX = CX (tu korzystamy z lematu 3.5), wiec rowniez AX = CX; punkt X B
spelnia warunki na szukany punkt O.



ZADANIE 26. Deltoid to czworokat wypukty ABCD taki, ze AB = BC i AD = CD. Udowodnij, ze
przekatne w deltoidzie przecinaja sie pod katem prostym.

ZADANIE 27. Udowodnij, ze $§rodkiem okregu opisanego na trojkacie prostokatnym jest srodek prze-
ciwprostokatne;j.

3.5 Okrag wpisany

LEMAT 3.7 (Definicja dwusiecznej). Wezmy kqt ABC. Zbior punktéw X lezgcych wewngtrz kqta ABC
ktorych odlegtosé od prostej AB jest réwna odlegtosci od prostej BC' jest pdtprostq przechodzgeq przez B
i tworzgceq rowne kqty z prostymi AB i BC'. Prostq te nazywamy dwusieczna kata ABC.

Szkic. Wezmy dowolny punkt X wewnatrz kata ABC i rozwazmy rzuty X4, X¢ punktu X na proste
BA,BC. Z twierdzenia Pitagorasa wynika, ze BX4 = /BX? — XX%, BX¢c = /BX? — XX? wiec
trojkaty BX X 4, BX X sa przystajace wtedy i tylko wtedy, gdy X X4 = X X¢.

Z drugiej strony jezeli <XBX4 = <X BX¢ to z cechy kkk trojkaty BX X4, BX X¢ sa podobne wiec
i przystajace jako majace wspolny bok BX. To dowodzi, ze BX X 4, BX X¢ sa przystajace wtedy i tylko
wtedy, gdy <XBX4 = <XBXc¢.

Reasumujac, odleglosci punktu X od BA, BC sa réwne wtedy i tylko wtedy, gdy <XBXj = <XBX¢
a to dzieje sie wtedy i tylko wtedy, gdy X lezy na dwusiecznej kata ABC. O

WNIOSEK 3.8 (Istnieje dokladnie jeden okrag wpisany). Niech ABC' bedzie trdjkatem. Istnieje doktadnie
jeden punkt I lezgcy wewngtrz NABC, ktérego odlegtosci od prostych AB, BC' i C' A sq réwne. Punkt ten
nazywamy $rodkiem okregu wpisanego w trojkat AABC.

Dowdad.

Punkt I spelmiajacy warunki zadania musi leze¢ na dwusiecznych katow
<ABC,<BCA,<CAB, wiec istnieje co najwyzej jeden. Dwusieczna kata
<ABC tworzy z prosta BC kat <ABC/2, a dwusieczna kata <BC A tworzy kat
<BCA/2. Skoro <ABC/2+<BCA/2 < («ABC+<BCA+<CAB)/2 =90°,
to proste te nie sg rownolegte (dlaczego?) wiec przecinaja sie¢ w pewnym punkcie
X. Oznaczmy jego odlegltosci od AB, BC,CA przez dap,dpc,dca. Z defini-
cji dwusiecznych dap = dpc,dpc = dcoa, wiec dap = doa i punkt X jest

szukanym punktem.
O

ZADANIE 28. Uzasadnij, ze dla danych prostych k,l przecinajacych sie w punkcie P zbiér punktow
roéwnoodlegltych od k il jest dwoma prostymi przechodzacymi przez P i zawierajacymi dwusieczne odpo-
wiednich katéw pomiedzy ki l.

ZADANIE 29. Niech D bedzie punktem przeciecia dwusiecznej kata BAC z okregiem opisanym na
ANABC. Dowiedz, ze D jest rownoodlegly od B, C, I gdzie I jest srodkiem okregu wpisanego w AABC.
Wskazowka: pokaz najpierw, ze D lezy na symetralnej BC, potem policz kqty w ADIB.

ZADANIE 30. Pokaz, ze dwusieczna kata zewnetrznego BAC, dwusieczna kata zewnetrznego BC'A
i dwusieczna kata wewnetrznego ABC przecinaja sie w jednym punkcie, rownoodlegtym od prostych
AB, BC,CA. Punkt taki nazywamy srodkiem okregu dopisanego do boku AC trdjkgta ABC.

3.6 Ortocentrum

TWIERDZENIE 3.9 (Ortocentrum). Trzy proste zawierajgce wysokosci trdjkgta ABC przecinajg sie
w jednym punkcie. Oznaczamy go zwykle H i nazywamy punktem przeciecia wysokosci (zaskakujgce,
co?) albo ortocentrum.

C
Prosciej jest udowodnié, ze ortocentrum istnieje wprost, niz zastanawiajac sie,
jaka jest dokladnie szczegdlna wlasnosé wysokosci (tak, jak robilismy z okre-
gami wpisanym i opisanym). Notabene taka szczegolna wlasnosé istnieje, jest
nieco trudniejsza (i ukryta w dowodzie).

A B



Szkic dowodu. Przez punkt A poprowadzmy prosta rownolegla do boku BC, przez B prosta rownolegla
do boku AC, a przez punkt C prosta rownolegla do boku AB. Proste te tworza nowy trojkat A’B'C”.
Udowodnij, ze proste zawierajace wysokosci w AABC pokrywajg sie¢ z symetralnymi AA'B'C’, wiec
szukany punkt przeciecia to $rodek okregu opisanego na AA'B'C’. O

ZADANIE 31. W trojkacie ABC niech Hy, Hp, Ho beda rzutami A, B, C' na boki BC,CA, AB odpo-
wiednio. Uzasadnij, ze wysokosci AABC sa zawarte w dwusiecznych trojkata AH  HpHe 1 wywnioskuj,
ze ortocentrum H trojkata ABC' jest $rodkiem okregu wpisanego w AH A HpHe.

Wskazowka: wykaz, Zze na AHgHH¢e da sie opisaé okrgg i zastosuj réwnosé kgtow wpisanych.

3.7 Srodek ciezkosci

DEFINICJA 3.10 (Srodkowa). Srodkowq poprowadzong z punktu A tréjkgta AABC nazywamy odcinek
taczacy A ze $rodkiem boku BC'.

TWIERDZENIE 3.11 (Srodek ciezkosci). Niech ABC bedzie trdjkgtem. Trzy $rodkowe wypuszczone z wierz-
chotkow NABC przecinajg sie w jednym punkcie, ktéry oznaczamy M i nazywamy Srodkiem ciezkosci
trojkgta ABC. Jezeli A', B',C" sq $rodkami bokéw BC,CA, AB to zachodzi

MA _ MB _ MC _,

MA ~ MB ~— MC'
Szkic dowodu. Niestety kazdy znany mi dowdd w mniej lub bardziej ukryty sposdb polega na uktadzie
wspotrzednych. Ustalmy na plaszczyznie uktad wspotrzednych. Zdefiniujmy, dla czytelnosci,

(x1,91) + (¥2,42) = (@1 + T2, y1 + y2) oraz k- (v1,1) = (kz1, kyr).
Wtedy A = L(B+ C),B’" = (C + A),C’ = (A + B). Polozmy M := 1(A+ B+ C), wtedy
M =1(2- A"+ A), wigc M lezy na odcinku AA" i MA/MA’ =2 (dlaczego?). Identyczny jest dowod dla
pozostatych srodkowych. O

ZADANIE 32. Dany jest trojkat ABC ze srodkowa AA’ oraz punkt P lezacy na AA’. Przez P prowadzimy
prosta rownolegla do BC, przecinajaca boki trojkata w B’, C’. Udowodnij, ze P jest srodkiem B’C".

ZADANIE 33. Uzasadnij, ze szesé trojkatow, na ktore trzy srodkowe dzielg trojkat ABC, ma réwne
pola.

3.8 Cztery punkty na okregu.

LEMAT 3.12. Dany jest trojkgt ABC' i $rodek O okregu opisanego na nim.
1. Jezeli <ABC < 90° to punkty B i O lezq po tej samej stronie prostej AC.
2. Jezeli <ABC = 90° to punkt O lezy na AC.
3. Jezeli <ABC > 90° to punkty B i O lezq po réznych stronach prostej AC.

Szkic dowodu. Rozwazmy okrag o opisany na AABC'. Miara kata <ABC, polozenie punktu O i zaleznosci
z tezy nie zmienig sie, jezeli zastapimy punkt B punktem lezacym na $rodku tuku AC zawierajacego B.
Wobec tego mozemy zatozyé¢, ze AB = BC. W tym momencie dowod pozostawiamy czytelnikowi. O

TWIERDZENIE 3.13. Jezeli punkty A, D lezq po tej samej stronie prostej BC' to na czworokgcie ABCD
mozna opisaé okrgg wtedy i tylko wtedy, gdy <BAC = <BDC.

Dowad.

Jezeli na ABCD da sie opisaé¢ okrag to rownosé¢ wynika z twier-
dzenia o katach wpisanych. D
Zalozmy zatem, ze rownos$é zachodzi i rozwazmy srodki O, O’
okregow opisanych na AABC, ABCD. 7 lematu 3.12 lezg one

po tej samej stronie BC. Ponadto kat BOC' jest mniejszy od 180° A
wiec rowny min(2<BAC, 360° — 2<BAC) i takaz miare ma kat
BO'C.

Skoro BO = CO i BO' = CO'’ to rownos¢ <BOC = <BO'C
dowodzi przystawania ABOC = ABO’C. Oba punkty O, O’ lezg
po tej samej stronie BC, wiec z przystawiania wynika réwnosé C B

0=0. O




TWIERDZENIE 3.14. Jezeli punkty A,C' lezq po przeciwnych stronach prostej BD to na czworokgcie
ABCD mozna opisaé okrgg wtedy i tylko wtedy, gdy <BAD + <BCD = 180°.

Dowad.

Jezeli na ABC'D da sie opisaé¢ okrag to rownosé wynika z zadania B
24 z podrozdzialu o katach wpisanych i srodkowych.

Zalozmy zatem, ze rowno$é zachodzi i rozwazmy $rodki O, O’ A
okregow opisanych na ADAB, ABCD. Przypadek <BAD =

<<BCD = 90° pozostawiam czytelnikowi, dalej zakladam, ze katy

nie sg réwne 90°. C
Doktadnie jeden z katow <BAD,<<BCD jest rozwarty, wiec z le-
matu 3.12 punkty O, O’ lezg po tej samej stronie BD. D

Kat BOD jest mniejszy od 180° wiec rowny min(2<BAD, 360°—2<BAD) i takaz miare ma kat BO'D.
Skoro BO = DO i BO' = DO’ to réwnos¢ <BOD = <BO'D dowodzi przystawania ABOD = ABO'D.
Oba punkty O, O’ lezg po tej samej stronie BD, wiec z przystawiania wynika réwnosé O = O’ O

ZADANIE 34. Pokaz, ze jezeli <ABC = <ADC = 90°, to istnieje okrag przechodzacy przez punkty
A, B,C,D.
Wskazowka: gdzie lezy $rodek okregu opisanego na tréjkgcie prostokgtnym?

ZADANIE 35. Dany jest trojkat ostrokatny ABC w ktorym <ACB = 60°. Punkty D i F sa rzutami
prostokatnymi odpowiednio punktow A i B na proste BC' i AC. Punkt M jest $srodkiem boku AB. Wykaz,
ze ADEM jest rownoboczny.

Wskazowka: Punkt M jest srodkiem pewnego okregu przechodzgcego przez cztery punkty z tresci.

ZADANIE 36. Niech H bedzie ortocentrum tréjkata ostrokatnego ABC. Uzasadnij, ze punkty syme-
tryczne do H wzgledem bokéw trojkata ABC lezg na okregu opisanym na AABC.

Wskazowka: Niech H' bedzie punktem symetrycznym, pokaz, ze ABCH' jest czworokgtem wpisanym
w okrgg.

3.9 Styczne do okregu.

STWIERDZENIE 3.15. Styczne do okregu wypuszczone z punktu P majg réwne diugo$ci. Prosta tgczgca
P ze srodkiem okregu jest dwusieczng kgta o ramionach bedgcych stycznymi.

Dowdd. Niech O oznacza $rodek okregu, za§ A, B oznaczaja punkty stycznosci. Styczne sa prostopadle
do promienia w punkcie stycznosci, wiec APAO, APBO sa prostokatne i z twierdzenia Pitagorasa

PA=+\/PO? - AO? = \/PO? — BO? = PB.

Dowodzi to, ze trojkaty PAO, PBO sa przystajace, wiec zachodzi <APO = <BPO, czyli PO jest
dwusieczna kata <APB. O

ZADANIE 37. Niech ABC bedzie trojkatem o bokach dtugosci a := |BC|,b := |AC|,c := |AB]|. Niech
okrag wpisany w AABC bedzie styczny do boku AB w Cy. Udowodnij, ze

b+c—a
—

Wskazowka: rozbij boki trajkgta na styczne wychodzgce z A, B, C.

|AC,| =

4 Kombinatoryka

4.1 Zliczanie

Silnie liczby catkowitej n > 0 definiujemy przez 0! := 1 oraz n! = n-(n—1)! dla n > 0. Bardzo przydatne
okazuje sie pojecie 0! jako “pustego” iloczynu.

W zliczaniu czesto pojawia sie motyw wyboru ciggu lub podzbioru ze zbioru. Méwimy, ze wybieramy
ze zwracaniem jezeli mozemy kilkukrotnie wybraé ten sam element natomiast wybieramy bez zwracania,
gdy nie jest to dozwolone. Zwykle ta pierwsza metoda daje sie policzyé¢ prosciej.



STWIERDZENIE 4.1. Elementy zbioru n-elementowego mozemy ustawié¢ w cigg na doktadnie n! sposo-
bow.

Szkic dowodu. Dla n = 0 jest to prawda. Dla n > 0 liczbe stojaca na pierwszej pozycji ciagu mozemy
wybraé¢ na n sposob6w i pozostaje nam ustawi¢ n — 1 liczb w ciag. O

DEFINICJA 4.2 (Wspolezynniki dwumianowe). Dila dowolnych n, k catkowitych nieujemnych definiujemy

(Z) _n-(n—l)m}g.!-(n—k‘—i—l)

<n) 0 dlak >n
k G dlak <n.

Zachodzi

STWIERDZENIE 4.3. Ustalmy liczby catkowite nieujemne n = k. Ze zbioru n-elementowego A mozemy
wybraé (bez zwracania)
1. cigg k-elementowy na n!/(n — k)! sposobow,

2.
n!

m SpOSObéw.

zbior k elementowy na (Z) =

Dowdd. Rozwazmy wszystkie ustawienia zbioru A w ciag. Z kazdego takiego ciagu mozemy wybraé pierw-
szych k elementow, uzyskujac ciag k elementowy. Uzyskamy w ten sposob kazdy z k-elementowych ciagow
i kazdy z nich (n — k)! razy — tyle, na ile sposobow da sie ustawi¢ “ogon” czyli n — k elementow z ciagu.
Ciagow jest zatem n!/(n — k)!.

Aby dowiesé¢ réwnosci dla zbioréw zauwazmy, ze z kazdego zbioru da sie otrzymaé k! roznych ciagow,
a z kazdego ciagu da sie (przez zapomnienie o kolejnosci) otrzymac dokladnie jeden zbiér. Wobec tego
zbioréw jest k! razy mniej niz ciagow, czyli (2) O

WNIOSEK 4.4. Liczba (Z) jest, dla dowolnych k,n catkowitych nieujemnych, liczbg k-elementowych
podzbiorow zbioru n.

Dowdd. Wynika to wprost z 4.3 o ile £ < n. Dla k > n jest oczywiste — obie wartosci to 0. O

ZADANIE 38. Pokaz, ze ciag k-elementowy ze zbioru n-elementowego ze zwracaniem mozna wybraé¢ na
n* sposobow.

ZADANIE 39. Pokaz, ze o ile k < n sa calkowite nieujemne to
LG = G2
-1 -1
2. () = (") + G5
Najlepiej zrobié to zadanie na dwa sposoby: korzystajgc bezposrednio z definicji, czyli przeliczajgc, i ko-
rzystajgc z wniosku 4.4 1 interpretacjt kombinatorycznej. Przyktadowo w drugiej rownosci rozwazamy
podzbiory k-elementowe zawierajgce dany element i pozostate.

4.2 Indukcja

Zalozmy, ze chcemy udowodnié, ze 1 +2 4 ... +27~1 =27 — 1 dla kazdego n calkowitego dodatniego.
Powiedzmy, ze udowodnilismy, ze

1. powyzsza rownosé jest prawdziwa dla n =1,
2. dla kazdego K > 1 jesli powyzsza rownoscé jest prawdziwa dla n = K to réwniez dla n = K + 1.

Wtedy rownosé jest prawdziwa dla dowolnego n > 1. Zaiste jest ona prawdziwa dla n = 1 a wiec i dla
n =2, stad dlan =3, czyli i dla n =4 itd.

ZADANIE 40. Udowodnij stwierdzenia z podpunktow 1,2.

ZADANIE 41. Pokaz, ze dla dowolnego rzeczywistego a > —1 i kazdego calkowitego nieujemnego n
zachodzi nieré6wnosé
(I14+a)" > 1+ na.

Wskazowka: (1 +a)® = (1+a)-(1+a)" L.
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ZADANIE 42. Niech (F,,) bedzie ciggiem Fibonacciego zdefiniowanym przez nastepujace warunki:
Fy=0, F1=1, Fn+2 = Fn+1 + F, dlane€e Z;O-

1. Udowodnij, ze Fo + Fy + ...+ F,, = Fjp0 — 1.

2. Dowiedz, ze F,, jest, dla n > 1 liczba ustawienn n prostokatéw 1 x 2 w pudelku o wymiarach 2 x n.
Wskazowka: czworokgt ustawiony w lewym dolnym rogu moze staé pionowo lub poziomo, policz te
przypadki 0sobno.

4.3 Zasada szufladkowa Dirichleta

STWIERDZENIE 4.5 (Zasada szufladkowa Dirichleta). Jezeli n przedmiotow lezy w k szufladkach oraz
n > C-k dla pewnego C catkowitego dodatniego, to w pewnej szufladce jest co nagmniej C+1 przedmiotow.

W szczegdlnosci: Jezeli n przedmiotow lezy w k szufladkach oraz n > k to w pewnej szufladce sq co
najmniej dwa przedmioty.

Szkic dowodu. Przez zaprzeczenie; jezeli w kazdej szufladce < C' to tacznie < C' - K. O

ZADANIE 43. Udowodnié, ze wsréd 50 os6b pewne osiem urodzilo sie w tym samym dniu tygodnia.

ZADANIE 44. 200 réznych punktéow zostalo wybranych na okregu tak, ze kat srodkowy oparty na
dowolnych dwoéch z nich ma catkowita iloéé stopni. Dowiedz, ze wéréd nich istnieja punkty antypodyczne
(tzn. symetrycznie wzgledem $rodka okregu).

ZADANIE 45. Na kartce w kratke na przecieciach linii narysowano pie¢ punktéw. Uzasadnij, ze §rodek
pewnego odcinka taczacego dwa z nich wypada na przecieciu linii. Czy dla czterech punktow takze da sie
znalez¢ taki odcinek?

Wskazowka: wprowadz uktad wspdtrzednych; patrz na parzystosci wspdtrzednych.

ZADANIE 46.

1. Uczestnicy obozu Nowogrdod 2012 poznaja sie na facebooku lub “w realu”. Uzasadni¢, ze wsrod
kazdych sze$ciu z nich istnieje trojka, w ktorej kazde dwie osoby poznaty sie tak samo.

2. Pomiedzy kazdymi z dwoma z 17 planet istnieje potaczenie hiperprzestrzenne. Polaczenia sg ob-
stugiwane przez firmy: “Shuttle 1td.”, “Warp prism” oraz “Overlord transport & co’. Uzasadni¢, ze
pomiedzy pewnymi trzema planetami wszystkie polaczeniami sa obstugiwane przez te sama firme.

Wskazowka: w punkcie pierwszym zauwaz, Ze dowolna wybrana osoba ma co najmniej trzech znajo-
mych, z ktérymi zna sie w ten sam sposob; pomysl, jak mogq znaé sie Ci znajomi.

ZADANIE 47. W kwadratowej sali o boku dtugosci dwoch kilometrow znajduje sie pie¢ tawek, w kto-
rych siedzi Magda, Marysia, Karolina, Ania i Dominika. Uzasadnij, ze przynajmniej dwie z nich siedza
w odleglosci mniejszej niz pottora kilometra (wiec potencjalnie moga Sciagac!).

Wskazowka: podziel sale na pieé¢ obszarow takich, ze dwa punkty lezgce w kazdym z nich sqg w odlegtosci
mniejszej niz pottora kilometra.

ZADANIE 48. Przy okraglym stole ma usiagséé 2012292 ambasadoréw. Na stole poustawiano proporczyki
z nazwiskami, a nastepnie posadzono przy stole ambasadoréw, ale tak, ze zaden nie siedzial na swoim
miejscu. Udowodnié, ze mozna tak obrocié¢ stoél, zeby przynajmniej 2 ambasadoréw siedzialo na swoich
miejscach.

Wskazowka: Roznych obrotéw jest tyle, ilu jest ambasadorow. Przyporzqdkuj obrotowi ambasadordw
siedzgcych przy swoich proporczykach.

4.4 Kolorowe szachownice

Ten podrozdzial dotyczy bardzo specyficznego, ale czesto spotykanego problemu: czy da sie zbudowaé
figure z danych klockow. Co wiecej, w wiekszosci zadan tak figura jak i klocki sa prostokatami.
Rozwigzaniem jest pomalowanie niektorych pél kolorami, patrz ponizej.
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ZADANIE 49. Uzasadnij, ze kwadratu 10 x 10 nie da sie pokryé¢ klockami zbudowanymi z czterech
kwadratéw 1 x 1, zlepionych w litere 7.

Rozwigzanie.

Zalozmy, ze kolorowanie istnieje; wtedy pokrywaé kwadrat musi 25 klockéw. Pokolorujmy kwadrat
w szachownice. Kazdy z klockow pokrywa 3 lub 1 pole czarne. Oznaczmy przez B i C' liczbe klockéw obu
rodzajow. Z jednej strony B + C' = 25 a z drugiej B 4+ 3C' = 50. Wobec tego 2C = 25 i otrzymujemy
sprzecznoscé.

ZADANIE 50. Czy szachownice 2012 x 2012, z ktorej usunieto przeciwlegle narozne pola, mozna pokryé
kostkami domina 2 x 1 (kostki mozna obracac)?

ZADANIE 51. Na kazdym polu szachownicy 2011 x 2011 stoi tawka, a przy kazdej lawce siedzi uczest-
nik kotka matematycznego. Na koniec koétka kazdy uczestnik przechodzi do tawki na polu sasiadujacym
bokiem. Udowodnij, ze pewnych dwoch uczestnikéw znajdzie sie na tym samym polu.

ZADANIE 52. Wykaz, ze szachownicy 10 x 10 nie da si¢ pokry¢ klockami 1 x 4.
Wskazowka: przyktadowo mozna pokolorowaé tak, by kazdy czworokqt zawierat doktadnie jedno czarne

FaN1s

pole i tgcznie byta inna liczba czarnych pdl niz 25. Sprobuj pokolorowaé “przekgtnymi”.

4.5 Niezmienniki

Ukochang, trescig kombinatoryk OMowych jest “mamy sytuacje A, wykonujemy jakie$ ruchy zmieniajace
ja, czy mozemy dojs¢ do sytuacji B?”. Zwykle nie da si¢ sprawdzi¢ (mniej lub bardziej inteligentnie)
wszystkich mozliwosci, trzeba wiec wybraé¢ niezmiennik lub pdtniezmiennik — ceche sytuacji, ktora nie
zmienia si¢ lub zmienia si¢ w dobry dla nas sposoéb.

ZADANIE 53. Mamy dang liczbe 2009!. Obliczamy sume jej cyfr, sume cyfr liczby tak otrzymanej itd.
Po pewnej liczbie ruchéw otrzymalismy liczbe jednocyfrowa. Jaka to bedzie liczba?

Rozwigzanie.
Reszta z dzielenia liczby przez 9 nie zmienia sie (to cecha podzielnosci przez 9) a 2009! jest podzielna,
wiec otrzymamy 9.

ZADANIE 54. Dana jest tablicy 2011 x 2011 wypelniona na poczatku liczbami —1. W kazdym ruchu
wybieramy i mnozymy 2012 liczb przez —1. Uzasadnij, ze nie mozemy otrzymaé planszy wypelnionej
jedynkami.

Wskazowka: popatrz na tloczyn.

ZADANIE 55. Na tarczy zegara w miejsce liczb wkrecono zaréwki. Zarowka na godzinie 12 jest zapalona,
pozostale sa zgaszone. Mozemy wybraé¢ dowolne szesé¢ kolejnych zaréwek i jednoczesnie zmieniaé¢ stan
wszystkich tych zaroéwek. Czy mozemy w ten sposéb doprowadzi¢ do tego, by $wiecita tylko jedna zaréwka,
ta na godzinie 117

Wskazowka: popatrz, jak zmienia sie liczba zapalonych zZardwek, jezeli patrzymy tylko na godziny
3,6,9,12, pamietaj, ze wybieramy kolejnych szesé.

ZADANIE 56. LVII OM, etap 2, mniej wiecej Trojkat rownoboczny o boku dlugosci 2012 jest ztozony
z pltytek w ksztalcie trojkacikow réwnobocznych o boku dtugosci jeden, majacych jedna strone pokolo-
rowana na karolinowo a druga na szymonowo. Plytke mozna odwrécié niewidoczng strona do gory, jezeli
sasiaduje z co najmniej dwoma plytkami majacymi widoczna strone w innym kolorze. Uzasadnij, ze nie
istnieje ustawienie startujac od ktérego mozemy odwracaé ptytki bez koiica.

Wskazowka: pokaz, zZe zmniejsza sie liczba krawedzi pomiedzy ptytkq pokolorowang ma karolinowo
a ptytkq pokolorowang na szymonowo.

5 Nieréwnosci

5.1 Podstawy

Nieréwnoscia, z ktorej wszystko wywodzi sie, jest 22 > 0 dla dowolnego z rzeczywistego. Wynika z niej
(a—b)% >0, czyli
a® + b% > 2ab. (1)
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ZADANIE 57. Uzasadnij, ze jesli a,b > 0 to
1. a+b> 2Vab,
2. a+1>2/a,
3. a+ 3 > Va,
4. a+ = > 2.
Wszystkie te nierdwnosci sq¢ szczegolnymi przypadkamsi 1.

Q=i

ZADANIE 58. Udowodnij, ze dla liczb dodatnich a, b zachodzi nier6wnosé

2 1 2
2 < ﬁabga—i_bé la —l—b.
+ 2 2

ZADANIE 59. Wykaz, ze dla dowolnych nieujemnych liczb a, b, ¢ zachodzi nieréwnosé

=
S

(a+b)(b+c)(c+ a) > 8abe.

ZADANIE 60. Pokaz, ze jezeli a,b, c sa dodatnie, to

b+c a+c a+b
+ +

> 6.
a b c

Wskazowka: rozbij na trzy wyrazenia postaci x +x~'; sqg one > 2.

5.2 Nieréwnosci miedzy Srednimi

DEFINICJA 5.1 (Srednie). Niech liczby ay, ..., a, bedg dodatnie.
Definiujemy Srednie
1. Harmoniczng

H,(ay,...,a,) = ,

np. Hz(a,b,c) =3-(1/a+1/b+1/c)~ L.
2. Geometryczng

Gnlal,...,ap) = ¥Vai-az- ... ap,

np. Ge(q,w,e,r t,y) = querty.
8. Arytmetyczng
a; +ag+...+ay,

Anar, ... apn) = " ,

4. Kwadratowg

2 2 2
ai+as5+...+a
Kn(ala"'va‘n) ::\/ ! 2 n7

n
np. K4(1,2,3,4) = |/ 49416,

TWIERDZENIE 5.2 (Nieréwnos¢ pomiedzy $rednimi). Jezeli liczby aq, ..., a, sq¢ dodatnie, to
H,(ay,...,a,) < Gplar,...,an) < Aplar, ... an) < Kp(ag, ..., ap).
Szkic dowodu. Uwaga: ten dowdd jest bardzo diugi, dosé trudny i techniczny, niekoniecznie trzeba go znac.
Dla skrotu, czasami pomijamy nawias np. piszemy A,, zamiast A, (ai,...,ay,).
Najpierw udowodnimy, ze G, < A,. Dla n =1 s one rowne, dla n = 2 dowiedliSmy tego w zad. 57.

Zauwazmy, ze Gap(a1,...,a2,) = Ga(Gp(ar,...,an),Gr(@nt1, ..., a02,)) 1 podobnie dla A,,. Za-
t6zmy, ze wiemy, ze G,, < A, dla dowolnych liczb dodatnich a, ..., a,. Wtedy

G2n = GQ(Gna Gn) < AZ(Gna Gn) < AQ(Ana An) = A2n

dla dowolnych liczb dodatnich aq,as, ..., as,.
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Zalozmy, ze chcemy dowiesé, ze Gp(ay,...,a,) < Ap(ai,...,a,), wiedzac, ze Gny1 < Apq dla
dowolnych liczb dodatnich. Zauwazmy, ze

Ap=Ani1(ar,. .. an, Ap) = Grii(ag, ... an, Ap) = GU/FD LAY+ gtad G, < A,

Pokazalismy, ze jezeli nier6wnosé¢ G,, < A, jest prawdziwa dla n to i dla 2n oraz jezeli jest prawdziwa
dla n+1 to i dla n. Czytelnikowi pozostawiamy dowdd przez indukcje, ze jest ona prawdziwa dla dowolnego
n.
Zauwazmy, ze H, (a7t a3ty .. a;) = Ap(ar, ... an) P oraz Gu(ayayty .. ant) = Gulan, ... an) "
Wynika z tego, ze nier6wnosé
Gn(ala cee 7an) = Hn(ala ) a'n)

jest rownowazna Gy (a7t a5, ... a;0) < An(art,. . a; ), co jest prawda.
Pozostalo dowiesé¢ A,, < K,,. To jest palowanie. Podnoszac do kwadratu i mnozac przez n? stronami
otrzymujemy

(a1 +...+apn)* <n-(a3 +a3+...+a2).

Ta nieréwnos¢ jest rownowazna, po pomnozeniu przez 2 stronami, nieréwnosci

0 S Z (ai — aj)2.

1<i,j<n

Przy okazji widaé stad, ze nieréwnosé A, < K, jest “najstabsza” — ma najprostszy dowod.
Uwaga: z dowodu wynika, ze nierdwnosci Gy, < A, < K,, sq prawdziwe réwniez dla liczb nieujemnych.

O

ZADANIE 61.

Liczby a, b, ¢ sa rzeczywiste dodatnie.

We wszystkich ponizszych nieréwnosciach zastap L jednym ze znakéw: >, < po czym udowodnij
otrzymana nier6wnosc.

1. 14141 R P 4. (a+b+c)? Ff< 3(ab+ be+ ca),
2. (a+b+c)? £ 3(a® + b2 + ), 5. a2+ b0 +2+3 X 2(a+b+c),
3. a2b+ a2c + b2a + b2 + c2a + 2b T« 6abe, 6. %'(\/&JF Vb + \/c)? foatdvte

5.3 Warunki

Czasami nieréwnos¢ przychodzi z pewnym warunkiem. Wtedy warto pozby¢ sie warunku podstawiajac
odpowiednio do rownania. Dwie najczestsze sytuacje ukazane sa ponizej.

ZADANIE 62. Kwadraty liczb dodatnich a, b, ¢ sumuja sie do 1. Uzasadnij, ze —% <ab+bc+ca < 1.
Wskazowka: pomndz 1 i —1/2 przez takq potege a? + b? + 2, Zeby zmiana zmiennych a — Na,b —
Nb,c = Nc nie zmieniata nieréwnosci.

ZADANIE 63. lloczyn liczb dodatnich a, b, ¢ jest réwny 1. Udowodnij, ze a + b+ ¢ > 3. Wykaz tez, ze
a? +b* 4+ >3
Wskazowka: ustal x,y,z tak, Ze a = x/y,b=1y/z,¢c = z/x.

[spisal Joachim Jelisiejew, dziekuje Marii Banel za poprawki]
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