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$(x,y)$? item Mamy dwa przystajgce trojkaty rbwnoboczne. Jeden z nich jest

ustawiony w pewnym uktadzie wspotrzednych ““wierzchotkiem w dot”, a drugi
““wierzchotkiem w gére". Przeciecie tych tréjkatow jest szesciokgtem. Udowodnié, ze $3$
odcinki taczace przeciwlegte wierzchotki tego szesciokata przecinaja sie w jednym
punkcie.  item Ustali¢, dla jakich trojek liczb catkowitych dodatnich $(a,b,c)$ liczba
$a+b+c$ jest najmniejszg wspoing wielokrotnoscig tych trzech liczb.  item Mamy dang
funkcje $f(x) = [x"2] + {x}$, gdzie $[a]$ oznacza najwiekszg liczbe catkowitg niewiekszg
niz $a$, zas ${a} = a - [a]$.\ Wykaz, Ze istnieje nieskonczony ciag arytmetyczny liczb
wymiernych, takich, ze jezeli liczba $a$ nalezy do tego ciggu,to nie istnieje $b$

takie, ze $f(b) = a$.\ footnotesize{Uwaga: Zatozenia tezy zostaty ostabione w stosunku do
wersji z olimpiady.} end{enumerate} paragraph{Trudniejsze} begin{enumerate} item
Pokazag, ze istnieje nieskonczenie wiele takich wielokrotnosci $2005%, w ktérych zapisie
dziesietnych cyfry $0,1,2,3dots,9$ wystepujg wszystkie tyle samo razy (bez liczenia
wiodacych zer).  item Liczby $a,b,c,d$ sg rzeczywiste dodatnie. Udowodnic, ze
$$frac{a+b+c+d}{abcd} leq frac{1}{a"3} + frac{1}{b"3} + frac{1}{c"3} + frac{1}{d"3}.$$

item Tréjkat SABCS jest ostrokatny. Rysujemy dwa okregi $k_1$ i $k_29, ktérych
$rednicami sg odcinki $AC$ i $BC$ odpowiednio. Niech $ADS$ i $BE$ bedag wysokosciami
w $ABCS.\ Niech punkty $Lneq N$ bedg punktami przeciecia $BE$ z $k_1$, przy czym
$LS lezy blizej $B$ niz $N$ oraz punkty $Kneq M$ bedg punktami przeciecia $ADS i
$k_28$, przy czym $K$ lezy blizej $A$ niz $M$.\ Udowodnié, ze na czworokacie
$KLMNS$ da sie opisac¢ okrag.  item Niech $Q$ bedzie ustalonym punktem wewnatrz
szescianu $K$. Udowodnic, ze istnieje nieskonczenie wiele prostych $I$ przechodzacych
przez $Q8$, takich, ze $Q% jest srodkiem czesci wspolnej $I$ | $K$. end{enumerate}
footnotesize{Wszystkie zadania pochodzg z Austriackiej Olimpiady Matematycznej}
end{document}
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mir nicht ganz sicher. textit{Albert Einstein} paragraph{Latwiejsze} begin{enumerate} item
Dla jak wielu liczb catkowitych $a$ takich, ze $|a| leq 2005$ uktad réwnan begin{egnarray}
x"2 =y + a\ yr2=x+a end{eqgnarray} ma rozwigzania w liczbach
catkowitych $(x,y)$? rozw begin{enumerate} item Zatézmy, ze liczby $x,y,a$
spetniajg dany uktad réwnan. Wéwczas odejmujac drugie rownanie od pierwszego
otrzymujemy $$x 2 - y*2 = y-x hbox{ czyli } (x-y)(x+y+1) = 0$$ A wiec
$x=y$ textbf{albo} $x+y=-1$, przy czym obie te sytuacje nie moga zajsé
jednoczesnie (gdyby zachodzity to $x=y=-1/28%).\ item Rozwazmy przypadek $x=y$. W
tym przypadku liczby $x, y, a$ spetniajg uktad rownan begin{eqnarray}
x"2 =x + a\ x"2=x+a end{egnarray} wtedy i tylko
wtedy, gdy spetniajg réwnanie $x"2 = x + a$ albo rownanie: $bx(x-1) = xr2
-x = a$$ Widaé ze dla danego $x$ istnieje $a$ spetniajgce warunki
zadania wtedy i tylko wtedy gdy $$x(x-1) leq 2005$$ Mozna na upartego
szacowac to wyrazenie rozwigzujac réwnanie kwadratowe, albo zgadywac dla jakich
$x$ catkowitych to zachodzi (i potem szacowad), tak czy inaczej nierownosc jest
spetniona wtedy i tylko wtedy, gdy $xin {-44,-43,dots, 44, 45}$. item Chcemy teraz
wyliczy¢ wartosci $a=x(x-1)$ dla $x$ z powyzszego przedziatu.\ Niech
$f(x) = x(x-1)$. Zauwazmy, ze wartosciami funkciji $f$ dla liczb $left{ -44,-43,dots,45
right}$ sg $$-44cdot -45, -43cdot -44, dots, Ocdot -1, 1cdot 0,
dots, 45cdot 44.$$ Bardziej formalnie: $Hf(-x+1) = (-x+1)(-x) =x"2 - x =
x(x-1) = f(x)$$ a wiec $f(0) = f(1), f(-1) = f(2),dots$ oraz dla $xgeq 19 jest
begin{equation}f(x+1) = (Xx+1)x = x"2 + x > x"2 - x + 1 =f(X) +
1.label{eqgn:roznica}end{equation} Otrzymujemy $45% r6znych mozliwych wartosci
$a$: $$f(1)=1cdot 0 = 0, f(2) = 2cdot 1 = 2, dots, f(45)=45cdot 44$$
item Jezeli zachodzi $x+y=-1$ to liczby $x,y,a$ spetniajg uktad rownan
begin{eqgnarray} xA2 =-1-x + a\ (1+x)"2=x+a
end{eqgnarray} wtedy i tylko wtedy gdy spetniajg rownanie $Ex(x+1) = x"2
+X=a-1$$ jest ono podobne do réwnania $x(x-1) = x"2 - x = a$$
z poprzedniego przypadku. Obliczamy jego rozwigzania analogicznie, otrzymujac:
$$0+1=1, 2+1=3, dots, 45cdot 44+1$$ Pozostaje uzasadni¢, ze powyzsze
wartosci $a$ i wartosci $a$z poprzedniego przypadku: $$0, 2, dots,
45cdot 44$$ sg rozne. Wynika to z $ref{eqn:roznica}$ po pewnym
zastanowieniu: $$0 1$ to $abc geq 2bc geq 4c > c+c+C > a+b+c$. A wiec
$a=18%.\ Jezeli $b=1% to SNWW(1,b,c) = NWD(1,1,c) neq 1+1+c$. Jezeli, z
drugiej strony, $b>2$ to $$abc =bcgeq3c>c+b + 1$$ Musi zaj$¢
$b=2% i tym samym $3 + ¢ = 2c$, $c=3%.\ W tym przypadku $(a,b,c) = (1,2,3)$.
item Rozwazmy dowolng tréjke liczb $a,b,c$ spetniajacych warunki zadania. Tréjka
$$a'=a/NWD(a,b,c), b'=b/NWD(a,b,c), c'=c/NWD(a,b,c)$$ takze spetnia
warunki zadania. Ponadto $NWD(a',b',c') = 1$.\ Zachodzi $NWD(a',b") |
NWW(a',b',c') = a'+b'+c'$, czyli $NWD(a',b'") | c'$, a wiec $NWD(a',b") leq
NWD(a', b', ¢') = 1$. Stad wynika $SNWD(a',b") = 1.$$ Analogicznie
$$SNWD(a',c') = 1, NWD(b', c') =1$$ Liczby $(a',b',c')$ sg parami wzglednie
pierwsze, czyli $(@',b',c") = (1,2,3)$. Tym samym $(a,b,c) = (k,2k,3k)$ gdzie
$k = NWD(a,b,c)$. {footnotesize Uwaga: Dla dowolnych liczb $a,b,c$ nie ma
implikacji SNWD(a,b,c) Rightarrow NWD(a,b)$ np. dla $(a,b,c) =(2,2,3).%}
end{enumerate} textbf{Odpowiedz: } Tréjka $(a,b,c)$ jest rowna pewnej permutacji
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$(k,2k,3k)$, dla pewnego $kin mathbb{N}$. item Mamy dang funkcje $f(x) = [x"2] + {x}$,
gdzie $[a]$ oznacza najwiekszg liczbe catkowitg niewiekszg niz $a$, zas ${a} = a -
[a]$.\ Wykaz, ze istnieje nieskonczony cigg arytmetyczny liczb wymiernych, takich,
ze jezeli liczba $a$ nalezy do tego ciggu,to nie istnieje $b$ takie, ze $f(b) = a$.\
{footnotesize Uwaga: Zatozenia tezy zostaty ostabione w stosunku do wersji z olimpiady.}
rozw begin{enumerate} item Zauwazmy, ze jezeli $f(b)$ jest catkowite to i
liczba $b$ musi by¢ catkowita. Jezeli natomiast liczba $b$ jest catkowita, to $f(b) =
b"2$. A zatem liczba catkowita ktéra jest wartoscig $f$ musi byé kwadratem
liczby catkowitej.\ item Rozwazmy cigg $(3k+2)$ gdzie $kin mathbb{N} +$. Jest to
nieskonczony cigg arytmetyczny liczb catkowitych. Zaden wyraz tego ciggu nie
jest kwadratem liczby catkowitej, gdyz kwadraty liczb catkowitych nie dajg reszty $2$
przy dzieleniu przez $3$%. Tak wiec zaden wyraz tego ciggu nie jest wartoscig
funkciji $f$. end{enumerate} end{enumerate} paragraph{Trudniejsze}
begin{fenumerate}  item Pokazac, ze istnieje nieskonczenie wiele takich wielokrotnosci
$2005%, w ktérych zapisie dziesietnych cyfry $0,1,2,3dots,9$ wystepujg wszystkie tyle
samo razy (bez liczenia wiodacych zer). rozw $$2005 = 5cdot 401$$
Rozwazmy liczby: $$9876543210, 98765432109876543210,
dots,underbrace{9876543210dots9876543210} {402}$$ Wszystkie te liczby sg podzielne
przez $53%. Ponadto mamy $402$ liczby, a wiec ktérej dwie z nich dajg takg sama reszte z
dzielenia przez $401$: $$401 | underbrace{9876543210dots9876543210} {k} -
underbrace{9876543210dots9876543210} {I} = 10”{10l}cdot
underbrace{9876543210dots9876543210}_{k-}$$ gdzie $I

1/2$, a skoro funkcja $f$ jest ciggta to istnieje takie $Y$, ze $f(Y) = 1/23.
Analogicznie rozwazamy przypadek $f(X) > 1/2$. {footnotesize Dzigkuje
Mateuszowi za pewne poprawki do tego rozwigzania.} end{enumerate}

end{enumerate} footnotesize{Wszystkie zadania pochodzg z Austriackiej Olimpiady
Matematycznej} end{document}
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