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textit{Albert Einstein}    paragraph{Łatwiejsze}  begin{enumerate}      item Dla jak wielu liczb
całkowitych $a$ takich, że $|a| leq 2005$ układ równań          begin{eqnarray}              x^2 = y +
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$(x,y)$?      item Mamy dwa przystające trójkąty równoboczne. Jeden z nich jest         
ustawiony w pewnym układzie współrzędnych ``wierzchołkiem w dół'', a          drugi
``wierzchołkiem w górę''. Przecięcie tych trójkątów jest          sześciokątem. Udowodnić, że $3$
odcinki łączące przeciwległe wierzchołki          tego sześciokąta przecinają się w jednym
punkcie.      item Ustalić, dla jakich trójek liczb całkowitych dodatnich $(a,b,c)$          liczba
$a+b+c$ jest najmniejszą wspólną wielokrotnością tych trzech          liczb.      item Mamy daną
funkcję $f(x) = [x^2] + {x}$, gdzie $[a]$ oznacza          największą liczbę całkowitą niewiększą
niż $a$, zaś ${a} = a -          [a]$.\          Wykaż, że istnieje nieskończony ciąg arytmetyczny liczb
wymiernych,          takich, że jeżeli liczba $a$ należy do tego ciągu,to nie istnieje $b$         
takie, że $f(b) = a$.\          footnotesize{Uwaga: Założenia tezy zostały osłabione w stosunku do
wersji z          olimpiady.}  end{enumerate}    paragraph{Trudniejsze}  begin{enumerate}      item
Pokazać, że istnieje nieskończenie wiele takich wielokrotności          $2005$, w których zapisie
dziesiętnych cyfry $0,1,2,3dots,9$          występują wszystkie tyle samo razy (bez liczenia
wiodących zer).      item Liczby $a,b,c,d$ są rzeczywiste dodatnie. Udowodnić, że         
$$frac{a+b+c+d}{abcd} leq frac{1}{a^3} + frac{1}{b^3} +          frac{1}{c^3} + frac{1}{d^3}.$$     
item Trójkąt $ABC$ jest ostrokątny. Rysujemy dwa okręgi $k_1$ i $k_2$,          których
średnicami są odcinki $AC$ i $BC$ odpowiednio. Niech $AD$ i          $BE$ będą wysokościami
w $ABC$.\          Niech punkty $Lneq N$ będą punktami przecięcia $BE$ z $k_1$, przy czym
$L$ leży bliżej          $B$ niż $N$ oraz punkty $Kneq M$ będą punktami przecięcia $AD$ i
$k_2$, przy          czym $K$ leży bliżej $A$ niż $M$.\          Udowodnić, że na czworokącie
$KLMN$ da się opisać okrąg.      item Niech $Q$ będzie ustalonym punktem wewnątrz
sześcianu $K$. Udowodnić, że          istnieje nieskończenie wiele prostych $l$ przechodzących
przez $Q$,          takich, że $Q$ jest środkiem części wspólnej $l$ i $K$.  end{enumerate}   
footnotesize{Wszystkie zadania pochodzą z Austriackiej Olimpiady Matematycznej}       
end{document}        
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mir nicht ganz sicher. textit{Albert Einstein}    paragraph{Łatwiejsze}  begin{enumerate}      item
Dla jak wielu liczb całkowitych $a$ takich, że $|a| leq 2005$ układ równań          begin{eqnarray}
             x^2 = y + a\              y^2 = x + a          end{eqnarray}          ma rozwiązania w liczbach
całkowitych $(x,y)$?          rozw          begin{enumerate}              item Załóżmy, że liczby $x,y,a$
spełniają dany układ równań. Wówczas                  odejmując drugie równanie od pierwszego
otrzymujemy                  $$x^2 - y^2 = y-x hbox{ czyli } (x-y)(x+y+1) = 0$$                  A więc
$x=y$ textbf{albo} $x+y=-1$, przy czym obie te sytuacje nie                  mogą zajść
jednocześnie (gdyby zachodziły to $x=y=-1/2$).\              item Rozważmy przypadek $x=y$. W
tym przypadku liczby $x, y, a$                   spełniają układ równań                  begin{eqnarray}     
                x^2 = x + a\                      x^2 = x + a                  end{eqnarray}                  wtedy i tylko
wtedy, gdy spełniają równanie $x^2 = x + a$                  albo równanie:                  $$x(x-1) = x^2
- x = a$$                  Widać że dla danego $x$ istnieje $a$ spełniające warunki                 
zadania wtedy i tylko wtedy gdy                  $$x(x-1) leq 2005$$                  Można na upartego
szacować to wyrażenie rozwiązując równanie                  kwadratowe, albo zgadywać dla jakich
$x$ całkowitych to                  zachodzi (i potem szacować), tak czy inaczej nierówność jest        
         spełniona wtedy i tylko wtedy, gdy $xin {-44,-43,dots, 44, 45}$.              item Chcemy teraz
wyliczyć wartości $a=x(x-1)$ dla $x$ z                  powyższego przedziału.\                  Niech
$f(x) = x(x-1)$. Zauważmy, że                  wartościami funkcji $f$ dla liczb $left{ -44,-43,dots,45  
               right}$ są                  $$-44cdot -45, -43cdot -44, dots, 0cdot -1, 1cdot 0,                 
dots, 45cdot 44.$$                  Bardziej formalnie:                  $$f(-x+1) = (-x+1)(-x) = x^2 - x =
x(x-1) = f(x)$$                  a więc $f(0) = f(1), f(-1) = f(2),dots$ oraz dla $xgeq 1$ jest                 
begin{equation}f(x+1) = (x+1)x = x^2 + x > x^2 - x + 1 = f(x) +                 
1.label{eqn:roznica}end{equation}                  Otrzymujemy $45$ różnych możliwych wartości
$a$:                  $$f(1)=1cdot 0 = 0, f(2) = 2cdot 1 = 2, dots, f(45)=45cdot                  44$$           
  item Jeżeli zachodzi $x+y=-1$ to liczby $x,y,a$ spełniają układ                  równań                 
begin{eqnarray}                      x^2 = -1-x + a\                      (1+x)^2 = x + a                 
end{eqnarray}                  wtedy i tylko wtedy gdy spełniają równanie                  $$x(x+1) = x^2
+ x = a-1$$                  jest ono podobne do równania                  $$x(x-1) = x^2 - x = a$$            
     z poprzedniego przypadku. Obliczamy jego rozwiązania                  analogicznie, otrzymując:
                 $$0+1=1, 2+1=3, dots, 45cdot 44+1$$                  Pozostaje uzasadnić, że powyższe
wartości $a$ i wartości $a$z                  poprzedniego przypadku:                  $$0, 2, dots,
45cdot 44$$                  są różne. Wynika to z $ref{eqn:roznica}$ po pewnym                 
zastanowieniu:                  $$0 1$ to $abc geq 2bc geq 4c > c+c+c >                  a+b+c$. A więc
$a=1$.\                  Jeżeli $b=1$ to $NWW(1,b,c) = NWD(1,1,c) neq 1+1+c$. Jeżeli, z                 
drugiej strony, $b>2$ to                  $$abc = bc geq 3c > c + b + 1$$                  Musi zajść
$b=2$ i tym samym $3 + c = 2c$, $c=3$.\                  W tym przypadku $(a,b,c) = (1,2,3)$.          
   item Rozważmy dowolną trójkę liczb $a,b,c$ spełniających warunki                  zadania. Trójka
                 $$a'=a/NWD(a,b,c), b'=b/NWD(a,b,c), c'=c/NWD(a,b,c)$$                  także spełnia
warunki zadania. Ponadto $NWD(a',b',c') = 1$.\                  Zachodzi $NWD(a',b') |
NWW(a',b',c') = a'+b'+c'$, czyli                  $NWD(a',b') | c'$, a                  więc $NWD(a',b') leq
NWD(a', b', c') = 1$. Stąd wynika                  $$NWD(a',b') = 1.$$                  Analogicznie           
      $$NWD(a',c') = 1, NWD(b', c') =1$$                  Liczby $(a',b',c')$ są parami względnie
pierwsze, czyli                  $(a',b',c') = (1,2,3)$. Tym samym $(a,b,c) = (k,2k,3k)$ gdzie                
 $k = NWD(a,b,c)$.                  {footnotesize Uwaga: Dla dowolnych liczb $a,b,c$ nie ma             
    implikacji $NWD(a,b,c)  Rightarrow NWD(a,b)$ np. dla $(a,b,c)                  = (2, 2, 3).$ }          
 end{enumerate}          textbf{Odpowiedź: } Trójka $(a,b,c)$ jest równa pewnej          permutacji
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$(k,2k,3k)$, dla pewnego $kin mathbb{N}$.        item Mamy daną funkcję $f(x) = [x^2] + {x}$,
gdzie $[a]$ oznacza          największą liczbę całkowitą niewiększą niż $a$, zaś ${a} = a -         
[a]$.\          Wykaż, że istnieje nieskończony ciąg arytmetyczny liczb wymiernych,          takich,
że jeżeli liczba $a$ należy do tego ciągu,to nie istnieje $b$          takie, że $f(b) = a$.\         
{footnotesize Uwaga: Założenia tezy zostały osłabione w stosunku do wersji z          olimpiady.} 
        rozw          begin{enumerate}              item Zauważmy, że jeżeli $f(b)$ jest całkowite to i
liczba $b$ musi być                  całkowita. Jeżeli natomiast liczba $b$ jest całkowita, to $f(b) =    
             b^2$. A zatem liczba całkowita która jest wartością $f$ musi być                  kwadratem
liczby całkowitej.\              item Rozważmy ciąg $(3k+2)$ gdzie $kin mathbb{N}_+$. Jest to         
        nieskończony ciąg arytmetyczny liczb całkowitych. Żaden wyraz                  tego ciągu nie
jest kwadratem liczby całkowitej, gdyż kwadraty                  liczb całkowitych nie dają reszty $2$
przy dzieleniu przez                  $3$. Tak więc żaden wyraz tego ciągu nie jest wartością             
    funkcji $f$.          end{enumerate}    end{enumerate}    paragraph{Trudniejsze} 
begin{enumerate}      item Pokazać, że istnieje nieskończenie wiele takich wielokrotności         
$2005$, w których zapisie dziesiętnych cyfry $0,1,2,3dots,9$          występują wszystkie tyle
samo razy (bez liczenia wiodących zer).          rozw          $$2005 = 5cdot 401$$         
Rozważmy liczby:          $$9876543210, 98765432109876543210,         
dots,underbrace{9876543210dots9876543210}_{402}$$          Wszystkie te liczby są podzielne
przez $5$. Ponadto mamy $402$ liczby,          a więc której dwie z nich dają taką samą resztę z
dzielenia przez          $401$:          $$401 | underbrace{9876543210dots9876543210}_{k} -         
underbrace{9876543210dots9876543210}_{l} = 10^{10l}cdot         
underbrace{9876543210dots9876543210}_{k-l}$$          gdzie $l 
1/2$, a skoro funkcja $f$                  jest ciągła to istnieje takie $Y$, że $f(Y) = 1/2$.                 
Analogicznie rozważamy przypadek $f(X) > 1/2$.                      {footnotesize Dziękuję
Mateuszowi za pewne poprawki do tego                  rozwiązania.}          end{enumerate} 
end{enumerate}    footnotesize{Wszystkie zadania pochodzą z Austriackiej Olimpiady
Matematycznej}        end{document}        
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