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wybra¢ zadanie z~ponizszych trzech i~postaraé sie rozwigzac je w~grupie; po wszystkim
kazdy z~grupy powinien rozumieé, o~co chodzi w~rozwigzaniu i~umie¢ je wyttumaczyc.}
begin{problem}  Suma dziesieciu liczb naturalnych jest rowna $1001$. Wyznacz najwiekszg
mozliwg wartos¢ najwiekszego wspdlnego dzielnika tych liczb. end{problem} begin{problem}
Wykaz, ze kwadrat obwodu trojkata jest wiekszy niz dwunastokrotno$¢ jego  pola.
end{problem} begin{problem}  Wykaz, ze dla dowolnej liczby naturalnej $n$ liczba $5*n +
2cdot  3Mn-1} + 19 jest podzielna przez $8%. end{problem} vspace{icm}
begin{center}***end{center} subsection*{Tytutowe zadanie.} Przypominam zadanie z~I~serii
Ligi zadaniowej: begin{problem}  Szes$cian $3times 3times 3$ podzielono cieciami na $27%
szescianikbw  $1times 1 times 1$. lle minimalnie byto cie¢? Ciecia muszg by¢ proste,
tzn. by¢ przecieciem wzdtuz ptaszczyzny. Mozna  jednoczesnie cigc kilka kawatkéw
szescianu, utozonych jeden na drugim. end{problem} begin{center} textbf{Pytanie:} Ktére
z~ponizszych rozwigzan sg wtasciwe? end{center} begin{sol}[Rozwigzanie I]
Uzasadnijmy, ze minimalnie byto sze$é cieé. = Rozwazmy szes$cianik $1times 1 times 1$
znajdujacy sie poczatkowo  w~$rodku duzego szescianu. Musimy odcig¢ szesé $cianek tego
szescianiku,  a~kazde ciecie wycina co najwyzej jedng. Potrzeba wiec co najmniej  szesciu
cie. end{sol} begin{sol}[Rozwigzanie Il] = No wiec, wiemy, ze trzeba szeéciu cie¢, bo thac
normalnie rownolegle do  Scianek [tutaj jest rysunek] da rade ogarngé w~szesciu cieciach; no
a~Srodkowy  jest na poczatku potgczony z~szescioma sgsiednimi i~cigcie odczepia go
tylko od jednego, wiec potrzeba co najmniej szesciu. end{sol} begin{sol}[Rozwigzanie Ill]
Minimalnie byto $6$ cie¢. end{sol} begin{sol}[Rozwigzanie IV] = Wsadzmy szescian
w~uktad wspétrzednych tak, zeby przeciwlegte wierzchotki miaty ~ wspotrzedne $(0, 0, 0), (3,
3, 3)$ a~krawedzie szescianu byly rownolegte  do osi uktadu. Tniemy wzdtuz ptaszczyzn
przechodzgcych przez punkty $(1, 0, 0), (1, 3,0), (1,0, 3)$; $(2, 0,0),(2,3,0), (2,0, 3)$;
$0O, 1,0),(3,1,0),(0,1,3)$:\$0, 2,0),(3,2,0),(0,2,3)%;%0, 0,1),(0,3,1),(3,0,
1)$;$0, 0,2),(0,3,2),(3,0,2)9%$. Todaje nam podziat na $27$ szescianikbw  w~szesciu
cieciach. end{sol} end{document}
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kazdy z~grupy powinien rozumieé, o~co chodzi w~rozwigzaniu i~umie¢ je wyttumaczyc.}
begin{problem}  Suma dziesieciu liczb catkowitych dodatnich jest rowna $1001$. Wyznacz
najwiekszg  mozliwg warto$¢ najwiekszego wspdlnego dzielnika tych liczb. end{problem}
begin{sol}  Oznaczmy liczby przez $a_1,dots, a_{10}$ i~niech $D$ oznacza ich
najwiekszy wspolny dzielnik. Skoro $DJja_1, D|a_2,dots$to [Dja_1+a 2 +dots +a {10} =
1001.] Ponadto, skoro $a_1/D, a_2/D,dots$ sa catkowite,to [  frac{1001}{D} =
frac{a_1HD} + frac{a_2}{D} + dots + frac{a_{10}}{D} geq1 +1 +dots+1=10, ] czyl
$1001 geqg 10cdot D$, stad $100geq D$.  Chcemy teraz znalez¢ najwieksze $D$ spetniajace
podany warunek. Liczba  $1001$ rozkitada sie na $7cdot 13cdot 11$; nietrudno sprawdzié, ze
najwiekszym jej dzielnikiem mniejszym od $100$ jest $D = 7cdot 13 = 918$. Dla $D =
91§ tatwo znalez¢ odpowiednie liczby $a_1,a 2,dots, a_{10}$. Sgto $a 1 =a 2 =dots =
a_{9} =91, a {10} = 2cdot 91$. end{sol} begin{problem}  Wykaz, ze kwadrat obwodu
tréjkata jest wiekszy niz dwunastokrotnosé jego  pola. end{problem} begin{problem}
Wykaz, ze dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej $n$ liczba $5”n + 2cdot  3*{n-1} + 13 jest
podzielna przez $83%. end{problem} begin{sol} = Najwazniejszg obserwacjg jest, ze $5"2,
372$ dajg reszte $1$ z~dzielenia  przez $8%~--- “"nie liczg sie". Wobec tego liczby $5"{2k} =
left( 52  right)k}$ oraz $3"{2k}$ takze dajg reszte $1$ z~dzielenia przez $8%.
Zapiszmy teraz $n = 2q + r$, gdzie $rin {0, 1}$.  Witedy $5°{n} = 5{2qg}cdot 5*r$, wiec $5"n$
daje takg samg reszte  z~dzielenia przez $8$% jak $5*r$. Podobnie, $3*n$ daje takg samg
reszte  z~dzielenia przez $8% jak $3"r$. Zysk z~catej operacji jest taki, ze $r$ ma tylko
dwie mozliwe wartosci~---  ${0, 1}$. Popatrzmy na oba przypadki:  begin{enumerate}
item Jezeli $n$ jest parzysta, czyli $r = 03, to $5”n$ daje reszte $1%, a~$37{n-1}$ daje
reszte $3$, to liczba $5*n + 2cdot 3Mn-1} + 1$ daje reszte $1 + 2cdot 3 + 1 = 8%, czyli
jest podzielna. item Jezeli $n$ jest nieparzysta, to $r = 1$. W~tym przypadku
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$5°n$ daje reszte $5% z~dzielenia przez $8$, zas $37{n-1}$ daje reszte $1%
z~dzielenia przez $8$. Liczba $5”n + 2cdot 3*{n-1} + 1$ daje wiec reszte $5 + 2cdot 1
+ 1 = 8% z~dzielenia przez $8$, czyli jest podzielna.  end{enumerate} end{sol}
begin{sol}[ll rozwigzanie] emph{To rozwigzanie korzysta z~kongruencji, i~mowi doktadnie
to  samo, co poprzednie, tylko innym jezykiem. Kongruencje sg opisane w~pliku
$123infty$, zachecam ogodlnie do czytania -- ma jedynie $14$ stron.\} Zauwazmy, ze $5"2
equiv 3"2 equiv 1 mod 8$. Zapiszmy $n =2q + r$, gdzie $rin {0, 1}$. Wtedy [ 57n}=
left(5”{2}right)*{g}cdot 5*r equiv 1*qcdot 5*r = 5*rmod  8,quadmbox{ analogicznie }
3Mn-1}equiv 3Mn+1} equiv 3Mr+1} mod 8. ]  Analizujemy przypadki $r = 0% i~$r=1%:
begin{enumerate} item Jezeli $r = 0% to $5"n + 2cdot 3M{n-1} + 1 equiv 1 + 2cdot 3
+ 1 equiv 0 mod 8$. item Jezeli $r = 1$ to $5*n + 2cdot 3{n-1} + 1 equiv 5 + 2cdot 1

+ 1 equiv0 mod 8. end{enumerate} end{sol}  end{document}

174



