
ALG I, seria 9 Jesie« 2018

Przypomnijmy, ze dziedzina Euklidesa A ma norm¦ N : A \ {0} → Z≥0 tak¡,
»e dla dowolnych dwóch niezerowych elementów a, b ∈ A mamy a = b · c+ r,
gdzie r = 0 lub N(r) < N(b). Wiadomo, »e pier±cienie Z[

√
α], gdzie α ∈ Z,

z norm¡ N(a + b
√
α) = |a2 − b2α| s¡ Euklidesa dla α = −2,−1, 2, 3, zobacz

np. skrypt. Dowód (tam»e) pokazuje jak dzieli¢ z reszt¡ w tych pie±cieniach:

• niech a = a1 + a2
√
α, b = b1 + b2

√
α, wówczas w Q[

√
α] mamy

a

b
=
a1b1 − a2b2α
b21 − b22α

+
a2b1 − a1b2
b21 − b22α

·
√
α = c′1 + c′2

√
α

• wybieramy liczby caªkowite c1, c2 takie, »e |ci − c′i| ≤ 1
2
i kªadziemy

c = c1 + c2
√
α ∈ Z[

√
α]

• kªadziemy r = a− b · c

1. Podziel z reszt¡

(a) 10 + 2i przez −1 + 3i w Z[i]
(b) 5 +

√
2 przez 2−

√
2 w Z[

√
2]

(c) 5 +
√
−2 przez 1 +

√
−2 w Z[

√
−2]

2. Przypomnijmy, »e (a1, a2, . . . ) oznacza ideaª generowany w pier±cieniu A
przez elementy a1, a2, · · · ∈ A. Sprawd¹ czy nast¦puj¡ce ideaªy s¡ równe:

(a) (12 + 17i, 3 + 2i) oraz (1 + i) w Z[i],
(b) (x3 + x2 + x+ 1, x+ 1) oraz (x+ 1) w Z[x],
(c) (x2 + x− 6) oraz (x+ 3) ∩ (x− 2) w Q[x],

(d) (x3 − 1) oraz (x− 1) w Z3[x],

(e) (2x2 + 3x3 + 4x4 + 5x5 + · · · ) oraz (4x2 + 9x3 + 16x4 + 25x5 + · · · )
w pier±cieniu Q[[x]].

3. Sprawd¹ czy nast¦puj¡ce ideaªy s¡ gªówne, tzn. czy maj¡ jeden generator:

(a) (x2, x3) w pier±cieniu Q[x2, x3],

(b) (2, 1 +
√
5) w pier±cieniu Z[

√
5],
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(c) (x, y) w pier±cieniu C[x, y],
(d) (2, x) w pier±cieniu Z[x],
(e) (18, 81) w pier±cieniu Q(3).

4. Rozpatrzmy pier±cie« który jest produktem dwóch ciaª A = K1 × K2.
Znajd¹ wszystkie ideaªy w A.

5. Znajd¹ wszystkie ideaªy w pier±cieniu Zn.

6. Poka», »e ka»dy ideaª w Z[
√
α] jest generowany przez dwa elementy i jest

postaci (a, b+ c
√
α), dla pewnych a, b, c ∈ Z. Wskazówka: dla dowolnego

ideaªu I CZ[
√
α] poka» najpierw, »e I ∩Z jest ideaªem oraz liczby c ∈ Z,

takie »e b+ c
√
α ∈ I, te» stanowi¡ pewien ideaª w Z.


