ALG 1, seria 9 Jesien 2018

Przypomnijmy, ze dziedzina Euklidesa A ma norme N : A\ {0} — Z>, taka,
ze dla dowolnych dwoch niezerowych elementéw a,b € A mamy a =b-c+r,
gdzie r = 0 lub N(r) < N(b). Wiadomo, ze pierscienie Z[\/a], gdzie o € Z,
z norma N (a + by/a) = |a* — b%a| sa Euklidesa dla o = —2, —1,2, 3, zobacz
np. skrypt. Dowod (tamze) pokazuje jak dzieli¢ z reszta w tych piescieniach:

e niech a = aj + ag/a, b = by + bav/ar, wowcezas w Q[v/a] mamy

a  ajby —agbsr  azby — aiby r
— = + Vo =+ GvVa
b b2 — b2ar b2 — b2or va=datava

i ktadziemy

e wybieramy liczby catkowite ¢y, co takie, ze |¢; — | < %

6201+C2\/56Z[\/a]

e ktadziemy r=a—10-c
1. Podziel z reszta

(a) 10+ 2i przez —1 + 3i w Z[i]
(b) 5++/2 przez 2 — V2 w Z[\/2]
(¢) 5+ /=2 przez 1 + /=2 w Z[/-2]

2. Przypomnijmy, ze (ai, as,...) oznacza ideal generowany w pier§cieniu A
przez elementy ay,as,--- € A. Sprawdz czy nastepujace idealty sa rowne:

) (124 174,34 2¢) oraz (14 1) w Z][i,
) (@3 422 +x+1,2+1)oraz (x + 1) w Zx],
(c) (z*+ 2 —6) oraz (x +3) N (z —2) w Q[x],
) (23 —1) oraz (v — 1) w Zs[z],

) (

2% + 323 + 4a* + 52° + - -+ ) oraz (42? + 923 + 1621 + 2525 + - - +)
w pierscieniu Q[[z]].

3. Sprawdz czy nastepujace idealy sa gltowne, tzn. czy maja jeden generator:

(a) (z?%,2®) w pierscieniu Q[z?, 23],
(b) (2,1 + v/5) w piericieniu Z[/5],
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(¢) (x,y) w pierscieniu Clx, y],
(d) (2,x) w pier§cieniu Z[z],
(e) (18,81) w pierscieniu Q3.

4. Rozpatrzmy pierscien ktory jest produktem dwoch ciat A = K7 x K.
Znajdz wszystkie idealy w A.

5. Zmajdz wszystkie idealy w pierscieniu Z,.

6. Pokaz, ze kazdy ideal w Z[\/a] jest generowany przez dwa elementy i jest
postaci (a,b+ cy/a), dla pewnych a, b, ¢ € Z. Wskazowka: dla dowolnego
ideatu I <1 Z[\/a] pokaz najpierw, ze I NZ jest idealem oraz liczby ¢ € Z,
takie ze b+ cy/a € I, tez stanowig pewien ideal w Z.



