ALG 1, seria 8 Jesien 2018

1. Na poprzednich éwiczeniach zdefiniowaliémy funkcje p na szeregach for-
malnych p : k[[z]] = Z>o U {o0}:

I <i a@-x"> = min{i : a; # 0}
i=0

oraz p(0) = 0.

(a) Pokaz, ze pu(f - g) = u(f) + p(g) oraz p(f + g) > min{pu(f), u(9)}
(b) Pokaz, ze dwa szeregi formalne f, g € k[[z]] sa stowarzyszone wtedy
i tylko wtedy gdy u(f) = pu(g)-

2. Niech p bedzie liczba pierwsza. Rozpatrzmy podzbior A,y C Q sktadajacy
sie z utamkéw, ktorych mianownik nie jest podzielny przez p:

Q(p)Z{%E@Z p)(b}

(a) Pokaz, 7e Q) jest piericieniem i dziedzing, znajdz elementy
odwracalne w Q.

(b) Pokaz, ze dwa ulamki nieskracalne 3* i {2 sa stowarzyszone w Q)
wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego r > 0 zachodzi p"|a; < p”las.

(c) Pokaz, ze na Q(, mozna zdefiniowaé¢ funkcje p, ktéra ma podobne
wlasnosci jak ta w poprzednim zadaniu.

3. Zmajdz ogo6lng postaé elementéw nierozkladalnych i pierwszych w nastepu-
jacych dziedzinach:

e pierscieniu wielomianow k[z], gdzie k = R lub k = C,
e pierscieniu szeregow formalnych k[[z]], gdzie k jest dowolnym cialem,

e pierscieniu Q,) zdefiniowanym powyzej.

4. Niech p > 2 bedzie liczbg pierwszg. Pokaz, ze nastepujace warunki sa
rownowazne:

(a) liczba p jest rozktadalna w pierscieniu Z[i],



(b) p= 2%, gdzie z € Z[i] \ Z,
(c) p jest suma kwadratéw dwoch liczb catkowitych.
. Nastepujace wielomiany rozl6z na na czynniki nierozktadalne w podanych
pierscieniach wielomianow:
(a) 2 —1 w Z[z] i w Z[i][]
(b) z* —2 w Q[z] i w R[z]
(¢) 25 -5 w R[z] i w C[z]

. Sprawd?z rozktadalno$¢ nastepujacych elementéw w podanych pierscieni-
ach:

(a) 10 — 11¢ w Z[i]; skorzystaj ze standardowej normy, ktora jest multi-
plikatywna |z - 22| = |z1| - |22]-
(b) 2 w Z[V/5]; skorzystaj z normy v(a + bv/5) = a® — 5b%, ktora tez jest
multiplikatywna (pokaz to).
. Podaj przyklad elementu, ktéry jest nierozktadalny ale nie jest pierwszy
w pierscieniu
(a) k[z?, °]
(b) Z[V5]

Szkic rozwigzania zadania o pierscieniu Z[v/5]. Najpierw dwie ogolne uwagi o

normie dla liczb postaci a+by/«, ktéra mozna zdefiniowaé jako v(a+by/a) =
2 _ 12

a® — b a.

e Sprawdzamy, ze
u((al + 61\/5)(&2 + bg\/a)) = |(a1a2 + blbza)Q — (albg + b1a2)2a| =
|(afa3 + bib3a®) — (aib] + bia3)a| = |af — bial - |a3 — bial =

v(a; + biv/a) - viag + bay/a)

e Wnioskujemy, ze jesli u = a + by/a jest odwracalny to v(u) = 1. Z
drugiej strony v(u) = (a + by/a)(a — by/a) wiec jesli v(u) =1 to u ma
element odwrotny.



e Element 2 nie jest rozkladalny w Z[v/5] bo jego norma wynosi 4 wiec
jesli mialtby rozktad na nieodwracalne to miatyby norme 2. Z drugiej
strony, jesli v(a + bv/5) = a® — 5b%> = 2 to w ciele Zs istniatby element
a taki, ze a> = 2 (mod 5) a latwo sprawdzi¢, ze tak nie jest.

e Zauwazmy, ze 4 = 2-2 = (1++/5)- (=1 ++/5) i 2 nie dzieli ani 1++/5
ani —1 + /5 wiec 2 nie jest elementem pierwszym w Z[v/5].



