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1. Na poprzednich ¢wiczeniach zde�niowali±my funkcj¦ µ na szeregach for-
malnych µ : k[[x]]→ Z≥0 ∪ {∞}:

µ

(
∞∑
i=0

aix
i

)
= min{i : ai 6= 0}

oraz µ(0) =∞.

(a) Poka», »e µ(f · g) = µ(f) + µ(g) oraz µ(f + g) ≥ min{µ(f), µ(g)}
(b) Poka», »e dwa szeregi formalne f, g ∈ k[[x]] s¡ stowarzyszone wtedy

i tylko wtedy gdy µ(f) = µ(g).

2. Niech p bedzie liczb¡ pierwsz¡. Rozpatrzmy podzbiór A(p) ⊂ Q skªadaj¡cy
si¦ z uªamków, których mianownik nie jest podzielny przez p:

Q(p) =
{a
b
∈ Q : p 6 | b

}
(a) Poka», »e Q(p) jest pier±cieniem i dziedzin¡, znajd¹ elementy

odwracalne w Q(p).

(b) Poka», »e dwa uªamki nieskracalne a1
b1

i a2
b2

s¡ stowarzyszone w Q(p)

wtedy i tylko wtedy gdy dla ka»dego r ≥ 0 zachodzi pr|a1 ⇔ pr|a2.
(c) Poka», »e na Q(p) mo»na zde�niowa¢ funkcj¦ µ, która ma podobne

wªasno±ci jak ta w poprzednim zadaniu.

3. Znajd¹ ogóln¡ posta¢ elementów nierozkªadalnych i pierwszych w nast¦pu-
j¡cych dziedzinach:

• pier±cieniu wielomianów k[x], gdzie k = R lub k = C,
• pier±cieniu szeregów formalnych k[[x]], gdzie k jest dowolnym ciaªem,

• pier±cieniu Q(p) zde�niowanym powy»ej.

4. Niech p > 2 b¦dzie liczb¡ pierwsz¡. Poka», »e nast¦puj¡ce warunki s¡
rownowa»ne:

(a) liczba p jest rozkªadalna w pier±cieniu Z[i],



(b) p = z · z, gdzie z ∈ Z[i] \ Z,
(c) p jest sum¡ kwadratów dwóch liczb caªkowitych.

5. Nast¦puj¡ce wielomiany rozªó» na na czynniki nierozkªadalne w podanych
pier±cieniach wielomianów:

(a) x4 − 1 w Z[x] i w Z[i][x]
(b) x4 − 2 w Q[x] i w R[x]
(c) x6 − 5 w R[x] i w C[x]

6. Sprawd¹ rozkªadalno±¢ nast¦puj¡cych elementów w podanych pier±cieni-
ach:

(a) 10− 11i w Z[i]; skorzystaj ze standardowej normy, która jest multi-
plikatywna |z1 · z2| = |z1| · |z2|.

(b) 2 w Z[
√
5]; skorzystaj z normy ν(a+ b

√
5) = a2 − 5b2, która te» jest

multiplikatywna (poka» to).

7. Podaj przykªad elementu, który jest nierozkªadalny ale nie jest pierwszy
w pier±cieniu

(a) k[x2, x3]

(b) Z[
√
5]

Szkic rozwi¡zania zadania o pier±cieniu Z[
√
5]. Najpierw dwie ogólne uwagi o

normie dla liczb postaci a+b
√
α, która mo»na zde�niowa¢ jako ν(a+b

√
α) =

a2 − b2α.

• Sprawdzamy, »e

ν((a1 + b1
√
α)(a2 + b2

√
α)) = |(a1a2 + b1b2α)

2 − (a1b2 + b1a2)
2α| =

= |(a21a22 + b21b
2
2α

2)− (a21b
2
2 + b21a

2
2)α| = |a21 − b21α| · |a22 − b22α| =

= ν(a1 + b1
√
α) · ν(a2 + b2

√
α)

• Wnioskujemy, »e je±li u = a + b
√
α jest odwracalny to ν(u) = 1. Z

drugiej strony ν(u) = (a+ b
√
α)(a− b

√
α) wi¦c je±li ν(u) = 1 to u ma

element odwrotny.



• Element 2 nie jest rozkªadalny w Z[
√
5] bo jego norma wynosi 4 wi¦c

je±li miaªby rozkªad na nieodwracalne to miaªyby norm¦ 2. Z drugiej
strony, je±li ν(a+ b

√
5) = a2 − 5b2 = 2 to w ciele Z5 istniaªby element

a taki, »e a2 = 2 (mod 5) a ªatwo sprawdzi¢, »e tak nie jest.

• Zauwa»my, »e 4 = 2 · 2 = (1+
√
5) · (−1+

√
5) i 2 nie dzieli ani 1+

√
5

ani −1 +
√
5 wi¦c 2 nie jest elementem pierwszym w Z[

√
5].


